Premiere partie.
Sur la théorie arithmétique

des équations différentielles

(théorie géométrique des G-fonctions)






Section 1.
On the arithmetic size

of linear differential equations

Introduction.

The notion of G-function was first introduced by C. L. Siegel in 1929. Later work of
Bombieri, Chudnovsky, André, Dwork clarified the geometric content of that (one variable)
notion, as a solution of a special type of linear differential operator (of arithmetic type or G-
operator). A geometric theory of G-functions was established in full generality by André and
Baldassarri in [AB].

We recall (a variation of) the classical definition. Let K be a number field and let Vi be

its ring of integers. A G-function at the origin defined over K is a formal power series
y() =) 4;ef € K[a]
JEN
such that:
1) Ly = 0 for some non zero L € K(z) [£];
2) for each embedding o : K — C, the formal power series ),y o(A;)z? € C[z] has a positive

radius of convergence;
3) there exists a sequence of positive integers {c,}sen such that ¢;A; € Vi for all j < s and

1
sup —logc, S 0 .
seN* 8

A first non-trivial example of a G-function is the hypergeometric series

o Fi(a,b,c;x) = Z ij

Al '
where a,b,c € Q and (a); = a(a+1)---(a+j —1). The vector
((C - b)ZFl(a‘a b,C +1 x),02F1((1, b’ G .’E))

is a solution of the differential system

a . E
(Ea,b,c) % = YEa,b,c; with Ea,b,c = | e=b  atb—c
x 11—
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24 On the arithmetic size of linear differential equations I §1

The general definitions on G-connections will be recalled in §2. Of great importance in their
study is the finite invariant 7 = o — p. In the hypergeometric case 7(E,p.) = 0(Eqp,c) —
0(Eq,p,c) has been calculated by B. Dwork [D, Cor. 1.2] as

7-(Ea,b,c) =1 % .
Here N is the least common denominator of a, band ¢; 0 < A, B S Nand 0 S C < N are
positive integers such that (%, %, %) = (a,b,c¢) mod N; 7 is the cardinality of the set of all
w € (Z/NZ)* such that, if (A®), B®) C")) = (wA,wB,wC) mod N and 0 < A®) B®) <
N, 05 C™ < N, we have A®) > Cc®) > BW) or B®) > ¢c() > A(); & is the Euler
function.

The principal theme of this paper is the generalization to connections on arithmetic vari-
eties of the main result [D, Th. 1.1] in the above mentioned paper by Dwork. Naturally, we
use the geometric language introduced in [AB]. Our result provides a precise estimate for the
invariant 7 = o — p of an arithmetic differential equation. This invariant, depending only on
the geometric generic fiber of the connection, is highly significant. A consequence of our result
is that for a differential equation having 7 = 0 is equivalent to having zero p-curvature for a
set primes p of Dirichlet density 1. Indeed, this is expected to imply that the p-curvature is
zero for all but a finite set of primes. The Grothendieck conjecture predicts that 7 = 0 should
imply that the geometric generic fiber of the connection is trivial.

We also prove a result on the relation between generic v-adic radius of convergence and
order of nilpotence of the reduced equation extending [DGS, IIL.5.1].

In the appendix, we prove a generalization of the Eisenstein theorem.

Acknowledgments. We are indebted to the late Professor Dwork for suggesting that
we extend the main result of [D] to general G-modules of [AB]. We are also indebted to F.
Baldassarri for his help in the preparation of the manuscript and to Y. André and G. Christol

for their numerous remarks and suggestions.
1. Basic definitions and statement of the main results.

1.1. Let K be a number field and Vg be its ring of integers. We consider a non-empty open
subscheme S = Spec(Vs) of Spec(Vk). We set

Y ¢ = {finite places of K having center on Vg} = {closed points of S} .

For each v € X5 we denote:
| |»= the absolute value of K associated to v, normalized as follows:

Ipl, = p~E IR i |

K,= v-completion of K;
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V,= ring of integers of K,;
k(v)= residue field of K, of characteristic p = p(v);
my= a uniformizer of V,,.
Moreover, for all @ = (a1, ...,aq) € N we set |a|o = Z?Zl a;, al =ay! - aq! and

d
(g) :H(?) , for allﬁz(ﬁl,...,ﬂd)ENd,suchthat Bi <a;foralli=1,...,d.
= i=0 ¢

We denote by 1; the element of N¢ having all its entries equal to zero except the i-th one equal
to 1.

1.2. Let F be a function field over K; a smooth S-model of F/K is a smooth S-scheme
f: X — S of finite type with geometrically connected non-empty fibers such that the field
of rational functions of Xx = X x Spec(K) is F.

The choice of an S-model of F privileges, for each v € ¥ g, one extension | |x, of | |, to
F. In fact, let 7, denote the generic point of the closed fiber X} (,) = X xs Spec(k(v)), the
local ring Ox , is a discrete valuation ring, since it is a local regular domain of dimension one
with uniformizer 7,. So we define | |x, as the unique extension of | |, to a non archimedean

absolute value of F, such that
Oxp, ={z€F: |z|xo <1},

normalized so to extend | |,.
Let (M, V) be a F/K-differential module of finite rank p (i.e. M = F*) and let

V:M— Q@M

be its integrable connection. A model of (M,V) on X/S is a locally free Ox-module M of
rank g with an integrable connection

such that (M, V), = (M, V), where nx is the generic point of X.

We define the generic

v-adic radius of convergence Rx (M) of (M,V) on X/S as follows. We consider an
étale coordinate neighborhood (U,z), with x = (z1,...,24), of 7, in X and a local basis
e = (e1,...,e,) of M in a neighborhood of the generic point of X. Let

0
D;=— , foranyi=1,...,d.
81}1'

For any a = (aq,...,aq) € N we set

1

d
plal = QQZHED;)H ,
i=1

12|~
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() Il (ar)

and
(1.2.1) V (D)) € = eGia), With Gla) € Myxu(F) and Gigy = I, -
Then
-1
(1.2.2) Rx (M) = (max (1, lim sup |g[a]|X,v1/'Q'°°>) .
leleo—o0
We define the global inverse radius of (M,V) on X/S as
1
S

We say that (M, V) is of type G or is a G-module if ox/s(M) S oo, for one choice (hence for
all) of S, of the S-model X and of (M, V).

A few questions on the dependence of Rx ,(M) and ¢ox,s(M) on the choice of the model
X/8S, of (M, V), of the étale coordinates z and of the basis e naturally arise at this moment:
we will come back to this problem in proposition 2.9.

1.3. An easy fact to show (cf. §3 below) is that, if (M, V) admits a model on X /S, we have
for each v € Xg
Rx,o(M) > [ply/®~ .

We obtain a better estimate for Rx (M) by looking at the properties of the differential
module induced by (M, V) on the closed fiber of X over v:

1.4. Let k be a field of characteristic p = 0 and X a smooth k-scheme of finite type. Let
(Mg, Vi) be an integrable Xy /k-connection. We recall that (My, Vi) is said to be nilpotent
of exponent < n if, given étale coordinates (z1,...,z4) on Xi, one has:

3 bwi a pwgq
V(o) vlam) -

for all (wy, ..., wq) € N¢, such that |w|, = n. If n = 1, we say that (My, V},) has p-curvature
0.

The following proposition (cf. §3 below for the proof) is the generalisation to the several
variable case of a classical estimate (cf. [DGS, page 96]):

Proposition 1.5. Let X/S be a smooth S-model of F, (M, V) an X/S-connection as before

and v € Xg; then the integrable connection (M), V(v)) induced on the closed fiber of X

over v is nilpotent if and only if Rx (M) 2 |p(v)|11,/(p(v)_1).
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Apart from gx/s(M), one can define another invariant ox,s(M), attached to an F/K-
differential module. We define ox,5(M), called the size, as follows:

1.6. Let f : X — S and (M, V) be defined as in (1.2). Let Z be the kernel of the map
Ox ®p-105) Ox — Ox, induced by mulptiplication. Then for any n > 0 one defines
P?(/S =Ox ®f-1(0s) Ox/In+1 (¢f. [BO, §2]).

Since X/S is a smooth S-model, it is possible to give an explicit description of P} /s (cf.
[BO, 2.2]). Let (z1,...,z4) be local étale coordinateson X, §; = z; ®1 —-1Q®z; € Ox Qp, Ox,
fori=1,...,d, and £ = ({1,-..,8q). Then, for any n > 1, P%/s is the Ox-module generated
by {2 = €% 639 ta € N [al < ).

We notice that Ox ®p, Ox has a left (resp. right) Ox-module structure defined by the
map Ox — Ox ®o; Ox, a+— a®1 (resp. a — 1 ® a). Then P;l(/s has a left and a right
O x-module structure induced by the O x-module structures of Ox ®o  Ox.

We consider the induced stratification data [BO, 2.11] associated to (M, V)

(1.6.1) o M — (P;}/S ®ox M) ®ys K ,

which are linear morphisms with respect to the left Ox-module structure, while the tensor
product ®p, is taken with respect to the right one. These are truncated Taylor expansions of
solutions of (M, V) at the generic point

(1.6.2) e— Y £2®el

[afoo<n

where i) are defined as in (1.2.1).
We consider the ideal I of Vg

(1.6.3) ™ = {a € Vs : aOu(M) C PE/s o M} .

We notice that (") # 0 and T(*+1) ¢ 1("). We set

log N(I(™)
(K : Q]

The size of (M, V) on X/S is defined as

(1.6.4) hx;s(M,n) = , where N(IM) = # (Vg /I(M).

1
(1.6.5) ox/s(M) = limsup ;hX/S(M,n) € [0,4o0] .
n—0o0

If we set I(MY, = Cy,nVu, With ¢, , € V,, and

(1.6.6) hx(M,n,v) =logcynlv = sup log|Gialx,

[a]eo<n

then we have:
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Proposition 1.7.

(1.7.1) hx/s(Myn) = > hx(M,n,v) .

’UEES

Proof. We have
# (VS/I(n)) = H # (Vv/cn,vvv) )

VEXS

with V,, /cn o Vy = 0, for almost all v € Eg. Since

# (Vo/1V,) = # D fevnVo) = # (k)" = [eal x5 ¥
we conclude. |

For further reference we state the following proposition. It is a generalization of a useful
result of André [A, IV §5]. The original proof of André rests on the Dwork-Robba Theorem
and on some calculation deriving from the Leibniz formula. There are two proof of the several
variables case: the first one, in [B], is based purely on the the theory of spectral norms and
on the Leibniz formula, while the second one, in [BD], is based on the generalization of the
Dwork-Robba Theorem, and gives more generally continuity of the radius of convergence at
points of a Berkovich analytic space.

Proposition 1.8. With the above notation, we have

1
= lim —hx(M,n,v) .

1.8.1 log —————

For lack of references we give a sketch of the proof:
Sketch of the proof of (1.8). By definition of Rx ,(M), for all ¢ > 0 there exists ng € N
such that for all ¢ € N? such that |a|s > no we have

1

|| oo

1
log‘G[gﬂX’v < logm +e.

It follows that for all n > ng and all o € N such that |a|, < n we obtain

1 1 1 1
log |G < —h ,n,v) < — hx(M,ng,v),log ——
il < im0 < L 0t o
and hence

1
——— =limsup —hx(M,n,v) .
Ry (M) ~ i hx( )

Let us prove that

o1

’
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Let {8 :j =1,...,N} be the set of all § € N% such that |§|ec = 7, for a fix n € N. Let
ke NV and 1= Z;\;l k;. Then by induction on #{k; : k; # 0}, using the Leibniz formula we
can prove (cf. [BD]) that for || S n we have

(1.8.2)

.....

kjg(j)]
M= X,

<(r+1hx(M,n,v)+ Cd(N + 1)log(r + 1) + Cd(7 + N)log(pn) ,

where C is a constant defined by |p|, = p~C. For all ¥ € N such that |y|o, = n we write 7 in
the form v = a + Z;VZI kjﬁ(j), with k € NV and |a| S n. We take 7 = Z;\;l k; = [%]
By (1.8.2) we have

1 1
——sup | 1,log |G v ) < (—+—>h M,n,v
cd N 1
+ ——— (N +1)log (Q + 1) +Cd (— + —) log(pn) .
170 n Ve 7

Taking the limit for ||, we obtain

1 Cd
log——~ < —h —1
og RX,U(M) = n X(M’nav) + n og(pn) )
and hence . .
log PR, < llrlrgg.}f ﬁhX(M,n, v).
This achieves the proof. |

Proposition 1.9. The generic radius of convergence Rx ,(M) only depends on the generic
fiber (M, V) of (M, V), in particular it is independent of the choice of the local basis e of M
on X and of the étale coordinates  of X. The same therefore holds for ox/s(M) (which, of
course, depends of the choice of S and of the S-model X ).

The size 0xs(M) is independent of the particular X /S-model (M, V) of (M, V).

Proof. The independence of the generic radius of convergence of the choice of the étale
coordinates follows from (1.6.3), (1.6.6) and (1.8.1), since the definition of ©(") is independent
of z and e (¢f. [BO]).

We notice that two X/S-models (M, V) and (M’', V') are isomorphic on an open sub-
scheme of X containing 7,. The fact that the generic radius of convergence Rx ,(M) only
depends on the generic fiber (M, V) of (M, V) follows from this remark, (1.6.6) and (1.8.1).
Obviously, the same is true for ox/s(M).

We now show that ox,s(M) is independent of the particular X/S-model (M, V) of
(M,V). Let (M’,V') be another X/S-model. Then (M,V) and (M’, V') are isomorphic on
an open subscheme of X. By (1.6.6), this means that there exists a finite subset {vy,...,v,} of
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Y such that hx(M,n,v) = hx(M', n,v) for any v € g \ {v1,...,v,}. Then (1.8.1) implies
that

1
ox/s(M) = limsupﬁ Z hx(M,n,v)

n—oo

VEXg
1 1
= limsup — Z hx(M' n,v) + Z log —————
n—oo N Rvai(M)
v€EXg~{v1,...,v0} vE{v1,...,Up }
1
= limsup — Z hx(M',n,v) .
n—oo N
VEXg
This proves our assertion. |

The following theorem, which is our main result, was recently proved in the one variable
case by Dwork [D]. It refines a formula of Bombieri-André [A, IV.5]. The proof will be given
in §4.

Main theorem 1.10. Let (M, V) be a differential /K-module of type G and of rank yu; and
let (M, V) be a model of (M, V) over a smooth S-model X of F/K. If ¥ is the subset of Xg
of all primes v such that the induced connection (My(y), V(v)) on the closed fiber Xy (,) does
not have p-curvature 0 and

1
(1.10.1) A(M) = limsup — Z log|p(v)|; !,
n—too T ves!
() Sn
then:
1 1

A consequence of the previous theorem is that one may equivalently define G-connections
by the boundness of size rather than of global inverse radius.

Remark 1.11. We would like to stress the intrinsic nature of the last statement, in particular:

1) While the global inverse radius of convergence ox/s(M) and the size ox,5(M) depend on
the choice of the scheme S and of the smooth S-model X (but not on the particular choice of
the X/S-model (M, V) of (M,V)), their difference ox/s(M) — ox;s(M) only depends on the
geometric generic fiber of the differential module (M, V). In fact, if X/S is a smooth model of
the function field /K, then for any open dense subscheme 7" of S, X7 = X X g T is an open
subscheme of X and a smooth T-model. Then we recall the definition of the invariant 7(M):

T(M):’lch_l)fSO'XT/T(M) .
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Since X g \ X7 is finite, by (1.8) we have

1
oxp/r(M) = limsup — Z hx(M,n,v)

n
n—-+oo vEST

) 1
= ox/s(M) - lim — EEZ:E hx(M;n,v)
v S\

1
—oxs(M) = > log— .
VEX g\ RX”U(M)

When we take the infimum both on the left and on the right side, we obtain
ox/s(M) —ox/s(M) = TingUXT/T(M) =T1(M) .

On the other hand, if we pick two smooth models X/S and X'/S’ of the function field F/K,
then, replacing X (resp. X') by an open dense subscheme, we may assume that S = S’. Two
smooth S-models X and X' are generically isomorphic (since the local rings at their generic
points are isomorphic), therefore

Auf ox.r(M) = nf ox, /(M) .

T
So (M) = ox/s(M) — 0x/s(M) only depends on the F/K-differential module (M, V).

Now let F' be a finite extension of F and K’ be the algebraic closure of K in F'. Let
S’ be the normalization of S in K'. By replacing X by an open submodel, we can suppose
that X’ = X xg S’ is smooth over S’ and hence that it is an S’-model of the compositum
K'F =G C F'. By our normalization,

ox/s(M) = ox:15(Mg) and ox/s(M) = 0x1/s(Mg)-

Assume now that K’ = K, S’ = S. Then G = F, and we can find an S-model X’ of F'/K
and an étale covering ¢ : X' — X. We note that ox,5(M) = ox//s(M) and ox/s(M) =
0x+/s(M) also in this case (cf. Appendix).

This shows that 7(M) depends only on the generic geometric fiber of (M, V).

2) First of all we notice that the constant A(M) appearing in the statement of last the theorem
is finite by the Prime Numbers Theorem. Moreover A(M) is independent of the choice of the
smooth model X /S and of the choice of S. In fact, let X’/S’ be another model of the function
field /K, then there exists N € N such that

{veXxs: plv) >N} ={veXg: plv) >N},

and hence that 1 1
li — 1 =1 — 1 .
im sup Z og p(v) = lim sup - Z ogp(v)

n
n—+00 vexg n—+oo veED g
p(v)<n p(v)<n
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2. Generic radius of convergence and nilpotence.

In this section we prove (1.5), which is essentially a result of local type, therefore we are
going to introduce some notation, slightly different from that in §1.

Notation 2.1. We consider a number field K equipped with an ultrametric absolute value | |
such that |p| < 1, for a rational prime p. Let v be the valuation of K associated to | |, V the
discrete valuation ring of K associated to v, m the uniformizer of V, k the residue field V of
characteristic p, X a smooth V-scheme of finite type, with non empty geometrically connected
fibers, X}, the closed fiber of X, F = k(X) the field of rational functions on X, | |x the
extension of | | to F associated to X, normalized so to extend | |, i.e. such that

|p| — p_[K‘UQP]/[KQ] .

Following §1, if (M,V) is an F/K-differential module admitting a model (M, V) on X, we
define as usual

(2.1.1) V (D11) € = eGat, With Glay € Myxu(F) ,

and
V(DY e=eGa, (Ga=0lG),

where (U,z = (z1,...,24)) is an étale coordinate neighborhood of the generic point of X, e
is a local basis of (M, V) and o € N¢. We have

(2.1.2) Gat1, = DiGa +G1,Go , foralli=1,...,d and o € N°.

We set, as in the previous section,

-1
(2.1.3) Rx(M) = (max (1, lim sup |g[g]|X1/'ﬂ|°°>) _

|at|oo —+00
We will denote by (My, V) the integrable connection induced on X.

Lemma 2.2. If (M, V) has a model (M, V) on X, then

Rx(M) > |p|t/=1)

laloo

Proof. Since |a!| > |p| >, by (2.1.2) we obtain

|p|1/(p—1)

Rx(M) > '
x(M) max(1, |G |x,---,[01,|x)
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If (M, V) is a model of (M,V) on X, there exists an étale coordinate neighborhood (U, z)
such that M is free over U and G1, € M,x,(O(U)), therefore

G1,Ix <1 .

So we conclude that
Rx (M) > |p|/=D

If (Mg, Vi) is nilpotent of exponent < n, we give a lower bound for Rx (M):

Proposition 2.3. Let (M, V) be a F/K-connection as in (2.1); then (My, V) is nilpotent if
and only if the following condition is satisfied:

Rx (M) = |p|1/(p—1) )
In particular, if (My, V) is nilpotent of exponent < n we have:

Rx (M) > |m| 7/ |p|/ (1)

First we need a technical lemma.

Lemma 2.4. If (My,V}) is nilpotent of exponent < n and if {w® :i=1,..., N} is the set
of all w € N% such that |w|, = n, we have

N
L s
‘gz; | S || 2 %
Proof. For all (w1,...,ws) € N?, such that |w|e = n, we have |Gpy|x < 7| S 1. We want to
prove by induction on s € N* that for all o € N? we have
(2.4.1) |Gpswialx < I7l° |G| S 1.

By Leibniz formula, we obtain

\Y (QP(SH)%LQ) e=V (D"™) (eGpsw+a)

B
_ pw) 2\~
=€ § : Gpw—p ((_> g sy+g)
0<B<pw ( B o Oz ’
and hence

9\~
gp(s+1)y+g: Z <pﬂw)gpﬂ—é((%> gpsy%ﬂ)

0<B<pw

_ bw 0 »p pw o B
_QS’EE (pﬁ) gpg—pé ((3_&) gpsy+g) + , Z__ (ﬁ )gpg—g ((@) gpsg—{—g) )
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where (p, 8) is the ideal generated in Z by {p,81,...,84}. Then:
1)if 0 & B < w we have

.
()| <1
gpﬂ-l’é ‘ <1

(8)" G|

< = ‘gpsy+g‘x < |mfstt |gQ‘X

and for 8 =0
|GpwFpswralx < 17*! [Galy -
So
w
P gpw -pB gpsw+a < |ﬂ,|s+1 |gg‘xa VQSQSM
ﬁ X
2) if (p,B) = S B < pw we have
‘(”gﬂ)‘ < |p| < ||
B s ’
gp&—é ((a%) gpsz+g) ‘ < |m| ‘gg|x
X
and hence

< |7 |Gal» YOS B < pw, (p,B)=1.

w 0 \2
<pﬂ_) Gpw-p ((@) gpsyp+g>

Therefore we obtain \gpsﬂ+g|X < |m|® \gg

X

|X, for all s € N, o € N and w € N? such that

|w|oo = 1.

From (2.4.1), by induction on #{i =1,...,N : s; # 0}, it follows that

PRI
‘ng\;l Sz‘pﬂ(i) x S |7r| =1

Proof of proposition (2.3). Let us suppose that Rx(M) = |p|*/®~1) and choose R = 0
such that Rx (M) = R = |p|*/(P=1). Then

Ga

a!

X

lim
|@]oo—+00

For any n € N, we write n in the form n = ngp® + np_1p* 1 + ... + ng, with 0 < n; < p — 1,
for alli =0,...,k, and we have (cf. for instance [DGS, page 51])

(2.4.2) In!| = |p| 71, with S, = ng + ng—1 + ... + no.
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If we choose o € N? such that o = p*, with s € N, we obtain

ngloo R dps d/(p_]_)
o~ (\p|1/<p—1>> P

which implies that

) Rlele
lim sup TR
|| oo —+00 |Q‘
Therefore we conclude that
lim |gg\ x=0.

[&|oo—+00
It follows that there exists an n € N such that, for |a| > n, we have |G4|x S 1, hence
(M, Vi) is nilpotent.
On the other hand, suppose that (My, V) is nilpotent of exponent < n. Let o € N¢,

with |a|e > dpn; since there exists i, = 1,...,d, such that a;, > np, we can find s € NV such
that:

N
a=)Y spw®+8,
=1

where {w(¥) : i =1,..., N} is the set of all w € N? such that |w|e = n, |8 S dpn and

N
ZS’: |Q‘00_‘g|00 > || oo —d
i=1 ' pn ~ .

By (2.1.2), |Galx < |Gor|, when a; > o for all ¢ = 1,...,d; therefore the previous lemma
implies:

|E|oo_d

|| om

(2.4.3) |Galx <

IN

I5r s

Finally we conclude:

aloeo
< limsup |7r|( n _d)@m—l/(p—l)

X |at|oo—+00

= |m|V/Pn|p| =1/ (P 1) < |p| =Y/ =1

lafoo

al

lim sup
[t oo —r00

3. Size of G-connections.

In this section we will use the notation introduced in §1. We now prove our main result

Theorem 3.1. Let (M,V) be a differential F/K-module of type G and of finite rank u; we
assume that (M, V) admits a model (M, V) over a smooth S-model X of F/K. If ¥ is the
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subset of X5 of primes v such that the induced connection (Myy), Vi(y)) on the closed fiber
Xk(v) does not have p-curvature 0 and

A(M) = lim sup — Z log |p(v)| )

n—-+o0o uez%

p(v)<n

then:
AGM) < oxs() — axys (M) < (145 40+ 10 ) A .

Before giving the proof of the theorem, we need a lemma:

Lemma 3.2. Under the hypothesis of the theorem, let ¥ be set of all v € Xg such that the
induced connection (My(v), Vi(v)) on the closed fiber Xy (,) has p-curvature 0. We have:

1
lim — 1
Jim 132 Mo = 3 bk

veS! vesy

Proof. The proof is divided in steps. In the first step we prove

(3.2.1) 11m1nf— Z hx(M,n,v) Z log

n—oo
’UEE” ’UEE”

M)”

while steps from 2 to 5 are devoted to the proof of

(3.2.2) hmsup— Z hx(M,n,v) Z log

n—00 n eElI ’UEE”

M)~

Step 1. Proof of (3.2.1).
We observe that for any N € N we have

—ZhXan ZhXan)

UEE” ves!!
p(v)<N

and therefore by Fatou’s Lemma we obtain

hnn_l)l(ngZhXan Z logRXU M)

EE” vez:'s’
p(v) <N

We deduce (3.2.1) by taking the limit for N — oc.
Step 2. Let Ry, = |7TU|_1/p|p|,£/(p_1), with p = p(v). Then

hx(M,n,v) < nlog

1
R
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It is enought to prove that for any v € X% and any o € N we have

laloo
1
(3.2.3) 1G1alx,0 < (R,—> .
X,v

Let a = (a1,...,aq) € N? be such that o < p for any i = 1,...,d. Then (3.2.3) is obviously
verified. So let a = (a1,...,aq) € N be such that there exists i = 1,...,d such that oy > p.
Then there exists s1,...,84,81,--.,084 € N, with 0 < 3; < p — 1, such that o; = s;p + 5;, for
alli=1,...,d, i.e.

d
Q:Z'slplz+(ﬂla’ﬂd) .

i=1
By (2.1.2) and (2.4) we have
G .
Do, sipl |0y
G =1 T < v
Clailx < a! - H !y
X,v =1
Using (2.4.2), we deduce that
d [%] Sa;/(p—1)
m m
Gralxw < [[Imolslols 7 H' ol |y
i=1 |p|{,”
We notice that
X [&] < Sai < Sai
P P p ~(p—1)

and hence that

|7rv|az/17 |&foo
1Glaglx,0 < H (Im\v/”lpl ) ,

Sl
which proves (3.2.3).
Step 3. Proof of the inequality

1
(3.2.4) hmsup— Z hx(M,n,v) Z log ————— + limsup Z log —— .
n—o0o0 " " RX ’U ) n—oo ” RX v
UEE ves ves! )
p(v)<N NSp(v)<n

We notice that for p(v) 2 |a|. we have

|g[g]|X,v < 1 )

and hence

ZhXan th./\/lnv).

” "
’UEE ve)]s

p(v)<n
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Therefore, for any N € N, N S n, by Step 2 we obtain

1 1 1
; Z hX(M’naU) = Z ;hX(Manvv)‘l' Z ;hX(Man,U)

vEEg uezg uEE}g
p(v)<N Ngp(v)<n
1 1
< E ;hX(Manvv) + E log R’
ves! ueﬂg X,v
p(v)<N Nép(u)fn

Proposition 1.8 allows us to deduce (3.2.4) by the previous inequality.

Step 4. limsup Z log —— is finite.
n— 00 R
veny X,v

N§P(”)Sn
We have

Z log Z log (|p(v) })/p(v)ev|p(v)|;1/(p(v)_1)) :

uez” vez:’s’,

p(w)>N P(W)ZN

where e, is the ramification index of v with respect to p(v). Since e, = 1 for almost all v, it
is enough to study the convergence of the following series for N >> 0

Z log (‘p (v) |p( )|(p(v) 1)> Z log (‘p p(v)(p(v) 1))

ve)]” ve}]”

p(v)>N p(v)>N
-1 , )
ogp
<D log H|p|” :Zp(p_l)SZ(p_l)s/z'
pZN pZN pZN

Step 5. Conclusion of the proof of (3.2.2).
By Step 4, the inequality (3.2.4) becomes

hmsup— Z hx(M,n,v) < Z logR
X

-I- Z logR,

oo vEE” vesy U veny
p(v)<N p(’u)>N
We conclude the proof of (3.2.2) taking N — +oc. [

Proof of the theorem 3.1. Because of lemma 3.2, it is enough to prove the following

inequalities:
1
3.2.5 A(M) + log —— < limsup — hx(M,n,v
vEES EE
and

(3.2.6) hmsup— Z hx(M,n,v) < (1+ +- L) Z log M)

-1
n—o00 ver, 1% ver
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We first prove (3.2.5). By definition of ¥, if n > p(v), we have
hX(M’ n, U) > log |p(’l})|;1

For n 2 N, we obtain

1 1 1
E Z hx(M,’l’L,’U) > E Z hX(Man,U)—I_ E Z ]0g|p(v)|;1

’UEE{S ’MEE:s q;e)]:g
p(v)<N NSp(v)<n
1 1
= ; § : hX(M,’I”L,’U) + E E : log |p E log |p(U )
vex/, vEE’ ue::’
p(v)SsN p(v)<n p(V)<N

hence we deduce that

1
hmsup— ZhXan) Z logRXi—i-A(M).

n—oo N
vEXY vesl

Finally, we find (3.2.5) taking the limit for N — +o0.
We now discuss the upper bound (3.2.6). We notice that |G4|x,, < 1 for all @ € N¢. Then
the Dwork-Robba theorem [BD]* affirms that

1
< — - -
Graxo < Hlede, (4 = D)oy -
where .
n,sty, = su _ ] .
{ }U 15/\1§>\2§p SAs<n (l)\l"')\s|v>
A1:A2, - A5 EN
We set
Ip(v)]
@g: Z log a,
uez%
p(v)<n

and, for n > p(v),

_ logn
b(n.0) = (u = 1) | 22| toga, —togin, (- 1}y
= L{U Q] - logn ogp(v) — log{n, (u —
= o (1) | B ospto) T, (= D )

* We learned the proof of the generalization of the Dwork-Robba theorem from Professor
Dwork’s course held at Padova University in the academic year 1994/95. The effective estimate

1
Rx,(M)!el>

in the several variable case, can be deduce by [DGS, IV, 3.2], using an argument of generic line.

Gailxo < sup (1Gglx0Rx,0(M)2=) {lalec, (1 = 1)}o

|§|oo§l‘_1

In [G], Gachet uses the same idea to prove an analogous effective estimate on a polyannulus.
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Let p(v) > pandleti=1,...,p— 1. If (u—i—1)p(v)ller®] <n S (p—i)p(v)oer@)] then

. logn . logn .
o0 D0t~ =) [ 25 g [ 2521 e, st

logn

logn
and if (u — 1)p(v) [mesto] <n S p(v) [mestn] +1 then

{4~ Doy = (= 1) | o i g

We conclude that for all¢ =1,...,u — 1 we have

logn logn ]

O(n,v) =iloga, if (p—1i—1)p(v) a5t <ns (p—1i)pv) [me5t

and
logn

logn
6(n,v) = 0 if (u — )p(o) [7550] < n 5 po) [mE5] 1
Hence for n > p? we deduce

Y bnv)= ) 9nv+(l§)h<®zl (m) ®zg<ufh)>

uez’ uez’
p(v)<n p(w)<\/_

Since {n, (x — 1)}, =1 for p(v) = n, we obtain

hx(M,n,v) = sup log|G4)lx,u < nlog
laleo<n Granlxo Rx (M) 0 if p(v)z=n

and therefore

1 1
hmsup— Z hx(M,n,v) Z logm —I—hmsup— Z log{n,(x— 1)},

n—oo ’UEE’ ’UEE’ n—oo EE:S.
p(v)<n
< Zl ! + li ! Z (( 1)[ logn ]lo ay — 6(n v))
og ———— + limsup — — — ,
= 2 B Ry, 00 R e 2\ [logp(o) | B
UEES vexy
p(v)<n
1 n n
< log ——— + limsu (@r _|_@,(_)_|_..._|_@, ( ))
2_ o8 gy *limsup s (O (n) + O (3 S e
UGES
I
-I-hmsup— Z (n—1) ([ ogn ]logav—logav>
n—00 ey log p(v)
p(v)Sn

<> 1ogm+(1+%+ +%1>A(M)+A(u—1),
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where
1 1
A = limsup — Z ([ ogn ] — 1) loga, .
n—oo N < log p(v)

p(v)Sn
For \/n < p(v) < n we observe that

1< logn <9

~ logp(v) *

and hence that

(lmesta] =) =2

OSAzlimsupl Z ([ logn ]—1) log a,

n—oo T ves’, log p(v)
p(v)<vn
< lim sup 1 Z ( logn __ 1) log p(v)
= b heer) log p(v)
p(v)<vn
< lim sup loﬂ Z (1 — M)
nosoo M e, logn

p(v)<vn

<[K : Q) limsuploﬂ Z (1— 10gp)

n logn
n—o00 P g

=0.

We deduce that

logn
< [K:Q|limsup —
< K- Qlimsup =0

We conclude that A = 0 and therefore we have proved (3.2.6). |
4. Nilpotence and lower bounds.

Following [D], we give another inequality, more precise then (3.2.5), related to the order
of nilpotence.

Proposition 4.1. Let (M,V) be a differential F/K-module of type G and of rank u; we
assume that (M,V) admits a model (M, V) over a smooth S-model X of F/K. If E(Sm) is
the subset of X5 of all primes v such that the induced connection (M y), Vi(v)) on the closed
fiber Xy, is nilpotent of order m (i.e. nilpotent of order < m, but not of order < m —1) and

1
(m) 1 . - -1
vEEfsm)
p(v)<n
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then we have
(4.1.1)

1 1 1
im inf = E E — 4 (m)
Egi{.lfn hx(M,n,v) longv ) (1+2+ + (m—l))A (M) .

Uezfgm) pez(”")

Proof. There exists w € N¢ such that |w|, =m — 1 and

|g[Pﬂ]‘X,v - ‘ (pw)!

v

Therefore for any n € N and for j = min ([% + 1] ,m) (i.e. either j is an integer smaller then

m such that % sn < 575 either j = m) we have

x(M,n,v) > (j —1)log |p(v)|;*

For a fixed N € N, N 2 0, and for n > Nm we deduce that

1 m—1
hx(M,n,v) = — hx (M, — hx(M,n,v) .
Z x(M,n,v) - Z x( nv—l—n Z x(M,n,v)
vez:fgm) ue)::fgm) Jj=2 uez:g”
p(v)ZN NSp(v)< 1y 25p(v)< 787
If we set
Ogem (n) = > loglp(v)l,*
vezfgm)
(v)<n
then we obtain
Z hx(M nv)>(m—1)l O (m) n O (m) (V)
= n s m—1 DX
uez:fsm)
p(v)ZN

=2
1l n m—1
= — @E(m) ( ) — @E(m) (N)
n 4 -1
Jj=1
and therefore
lim inf > hx(M,n,v) > 1yt A (M)
iminf — T,
n—+oo n XAEH T = 2 (m—1)
uezfsm)
p(v)ZN

We have proved that

1 1 1 1
im inf = E E ~ 4 (m)
ng}_r;ofn hx(M,n,v) > IOgRXU(M) (1+2+ +(m—1)>A (M) .

vex(™ penl™
p(v)<N
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We get (4.1.1) by taking the limit for N — +o0. [ |

Corollary 4.2. Under the hypothesis of the previous proposition we have

(4.2.1) ox;s(M) — ox/s(M) > > (1 + % 4o+ (ml_ 1)> AM™(M) .

m=2

Proof. Let f]s be the set of all primes v € ¥ g such that (M, V) has not nilpotent reduction
or zero p-curvature. By Fatou’s Lemma, we have

o1
UX/S(M) 2%&_}_&55 Z; hX(M,’I’L,’U)
VEXS

Y4
K
e

| o 1
im inf — Z hX(M’"’”)ﬂﬂﬁ.‘fZ ﬁhX(M,n,v)

—+oo n
m=2 vexlm veSs
>i<1+1+...+ 1 )A(m)(M)—FZlog#.
m=2 2 (m—1) ves Ry (M)
= s

Remark 4.3. We point out that in the last inequality we have

.. 1 1

vEXs vEXg
Actually, the left hand side is greater or equal the right hand side by Fatou’s lemma. To prove

the other inequality we consider two cases:
1) if (Mg(v), Vi(v)) is not nilpotent, then:

1 1 1
—hx(M,n,v) = —log |—
n

< log |p(v)|X,v _ log
n n!

X,v B p—1 RX,U(M) -

So

.. 1 1
ngfolf Z EhX(M,n,v) < Z logm ;

non nilpotent non nilpotent

where the sum is taken over the v € X5 such that (Myy), Vi (y)) is not nilpotent.
2) if (My(v), Vi(v)) has zero p-curvature, then the equality is just a consequence of (3.2).

Dwork has conjectured in his article [D] that the last lower bound (4.2.1) is, in fact, an
equality.
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Appendix. Generalization of Eisenstein’s theorem to the sev-
eral variables case.

We have defined for a smooth @alg—variety V' a full subcategory G(V') of the abelian
category MIC(V') of quasi-coherent Oy -modules with an integrable V/@alg—connection, whose
objects are coherent Oy-modules equipped with a G-connection. It is easy to show (¢f. [AB]
or [B]) that G(V) is a thick tannakian subcategory of MIC(V'). So, it contains (Oy, V') and
is stable by — ® »,, —, Homp,, (—, —), duality and extensions. Moreover, it is stable by taking
subquotients.

If f:V — W is any morphism of smooth @alg-varieties, f*, in the sense of O-modules,
induces a functor

ff:GW)— G(V).

If f: V — W is an étale covering (i.e. a finite étale morphism), then f, induces a functor
fi :G(V)— G(W) .
This is some sort of generalization of the Eisenstein’s theorem:

Proposition A.1. In the notation of §1, let ¢ : X — Y be an étale covering of smooth
S-models X and Y. Then:
1) If (M, V) is a model of (M,V) over X/S, then Rx (M) = Ry,(p.M), ox/5(M) =

oys(p«M) and ox,5(M) = oy/s(p«M).
2) If (N, V) is a model of (N,V) over Y/S, then Rx,(¢*N) = Ryo(N), ox/s(¢*N) =

oy/s(N) and ox/s(¢*N) = oy;s(N).
Proof.
1) We notice that
<,0*P§}/S & ’P{’,/S ® 0.O0x .

Let us consider the stratification data
oMM — (P;‘(/S@)M) RK .
We obtain
0.0 o M — o, (P;;/S ® .M) ®K (P{}/S ® go*M) QK ,
and hence the ideal I(®) (¢f. (1.6.3)) does not change. Therefore we have
Rx (M) = Ry, (¢« M), 0x/5(M)= 0y;s(p«M) and ox;5(M) = oy s(psM).
2) Since <p*’P§}/S = ’P;}/S, applying the functor ¢* to

o™ . N — (P{}/S®N) K,
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we obtain

<p*®'(n) o' N — o* (P{}/S ®N) QK = (’P}/S ® <,0*N) ®K .
This proves that Rx,.(¢*N) = Ry,y(N), ox/s(¢*N) = oy;s(N) and ox;s(¢"N) = ey;s(N).

|
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Section II.
Le théoreme de Chudnovsky

a plusieurs variables

Introduction.

La notion de G-fonction a été introduite par C.L. Siegel en 1929. Dans les années quatre-
vingts la théorie des G-fonctions (& une variable) a repris une nouvelle force, grace aux travaux
de E. Bombieri, D.V. et G.V. Chudnovsky, Y. André et B. Dwork, qui ont, entre autre, mis
en évidence ses liens avec la géométrie arithmétique. Un des piliers de cette théorie est le
théoréeme de Chudnovsky [1, VI] rappelé ci-dessous. Il joue aussi un réle fondamental dans la
théorie des séries Gevrey de type arithmétique développée par Y. André(®).

Donnons brievement quelques définitions. Soient K un corps de nombres et Vi son anneau
des entiers. On appelle G-fonction une série formelle y = )y anz™ & coefficients dans K,
telle que :

1) il existe £ € K [m, d%] qui annule y : Ly = 0;

2) pour toute immersion K «——C, la série entiére y a rayon de convergence non nul, en tant
que série a coeflicients complexes;

3) il existe une suite de nombres entiers positifs (Ny,),y €t une constante C réelle positive
telles que N,as € Vi pour tout s < n et telles que N, < C™*! pour tout n € N.

On considére maintenant un opérateur différentiel
7 [
d d
= A; — ) €K |z,—
£ iz:; (2) (dm) [x d:l:]

On peut construire une suite d’opérateurs (L), telle que £, est 'unique opérateur divisible
a droite par L et de la forme :

= M@ (i>”+n_l +§A,~,n(x) (%)i , avec Ain() € Ka].

n! dz

On dit que £ est un G-opérateur ou un opérateur de type G s’il existe une suite de nombres
entiers positifs (Vy,),,~; et une constante C réelle positive telles que N, A; s € Vi |[z] pour tout

1) “Séries Gevrey de type arithmétique I et II”, Annals of Mathematics, 151 (2000), 705-756.

47
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s<neti=0,...,u—1et telles que N,, < C"*! pour tout n € N. Le théoréme de Chudnovsky
dit que l'opérateur minimal qui annule une G-fonction donnée est de type G; cela, grace a [8,
13.0] et & [6], implique le théoréme suivant :

Théoréme 0.2. L’opérateur différentiel minimal qui annule une G-fonction donnée est a

singularités réguliéres et les exposants en chaque singularité sont rationnels.

Dans ce papier nous généralisons a plusieurs variables le théoréme de Chudnovsky que
nous venons d’énoncer (¢f. Th. 4.1), dans un contexte plus géométrique, qui a été introduit
par Y. André et F. Baldassarri dans [2]. Nous déduisons des résultats de [3] une généralisation
de [8, 13.0] (c¢f. 6.2.1), qui, avec [5], nous permettra d’obtenir ’analogue & plusieurs variable
de (0.2).

Nous envisageons cet article comme une contribution a la construction d’une théorie des
opérateurs arithmétiques a plusieurs variables, obtenus a partir des G-opérateurs par trans-
formation de Fourier partielle, et pour laquelle notre résultat devrait étre un outil essentiel.
Le but de cette théorie pourrait étre le développement de techniques qui permettent d’obtenir
des résultats d’indépendance algébrique des valeurs des fonctions de la forme :

f(z,y) = P(e®,2F1(a,b,c;y)) , avec a,b,c € Q,

ou P(T) est un polynome, les valeurs d’une telle fonction étant liées a e et .

Remerciements. L’auteur tient spécialement & remercier Y. André pour lui avoir suggeré de
travailler sur ce sujet et pour son assistance tout le long de la préparation du présent papier.
Elle remercie aussi D. Bertrand pour ses remarques sur le texte et Z. Djadli pour son cyclopéen
travail de correction des fautes de francais.

Cet article est organisé comme suit :

§1. Notations

§2. Modules différentiels de type G

83. G-fonctions

§4. Enoncé du théoréme principal

§5. Démonstration du théoréme (4.1)

Appendice A. Régularité des modules différentiels de type G
Appendice B. Lemme du Wronskien & plusieurs variables

1. Notations.

1.1. Soient K un corps de nombres et Vi I'anneau des entiers de K. On utilise la notation
| |, pour une valeur absolue v-adique de K telle que v|p, oll p est un premier de Z, ou pour une
norme qui induit une norme archimédienne sur (. Dans le cas non-archimédien on normalise
| |» de la facon suivante :

[l = VST,
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ou K, est le complété de K par rapport a | |, et v|p. De facon similaire, dans le cas archimédien,

on normalise | |, en posant :

lz[/ Y sk, =R

|z]y =

22/ ik, =C

On remarque que pour ce choix de normalisation la Formule du Produit est valable :

H|x\U:1, VzekK.
v

On note Xy ensemble des v tels que v|p pour un certain p € Z et Y, I’ensemble des v tels
que | |, étend la norme archimédienne de Q.

1.2. Dans la suite on utilisera les notations suivantes :

X =K-schéma lisse de dimension relative d, de type fini et géométriquement connexe.

F = k(X )= corps des fonctions rationnelles sur X.

Soient ¢ = (x1,...,24) des coordonnées étales locales sur X et D; = 6%,-’ pour:=1,...,d.
On note o = (ai,...,aq) les éléments de N? et pour tout a,B € N? on pose :

d d
ol =Y ai, ol =[],
=1 =1

a<l B a; <B;pourtouti=1,...,d

d
5)-10(5) sazs

— 01 Qg o a1 ., D%
=zt xyt, D®= Dy D;*.

On note, enfin, 1, € N? le multi-indice ayant toutes les entrées nulles sauf la i-eme égale & 1.
2. Modules différentiels de type G.

2.1. Soit (M, V) un X/K-module différentiel localement libre de rang p, muni de la conne-
xion intégrable(?) V. On appelle (M, V) sa fibre au point générique de X. On observe que,
étant donné un F/K-module différentiel (M, V), on peut toujours trouver un schéma X /K
convenable, tel qu’il existe un X/K-module différentiel (M, V) libre muni d’une connexion
intégrable V, dont (M, V) est la fibre au point générique, et tel que X admet des coordonnées
étales globales z : donc dans la suite on supposera que (M, V) est libre sur X et que X admet
des coordonnées étales globales.

) Dans la suite nous omettrons de rappeler que ’on considére toujours des connexions intégrables.
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Soit e une base de M, telle que :

lV (D)*e = eGy , avec Gy € My, (O(X)).

al T

Les matrices G, sont liées entre elles par la relation de récurrence :

1
(21.1) Guag1 = 1 (DiGa + Gl,Ga) , pour tout o € N? et pour tout i = 1,...,d.
atl; = a 1,Ga

Définition 2.2. On choisit un sous-schéma ouvert S de Spec(Vk) et un S-schéma lisse X g, de
type fini, a fibres connexes et tel que Xg x g Spec(K) = X. On note X.g ’ensemble des points
fermés de S. Pour tout v € Xg, on considére la norme | |x , sur F associée a I'anneau local de
Xg dans le point générique de la fibre spéciale de Xg sur v, normalisée de facon qu’elle étende
| |,®). On pose :

h(M,n,v) = sup log™ |Gal|x,w , pour tout v € Lg,

la|<n

ot log™ = = logsup(1,z) pour tout z € R et la norme de la matrice G, est égale au maximum
de Ia norme de ses éléments. On appelle taille de (M, V) le nombre suivant :

1
M) =1 — h(M,n,v) .
o5(M) = limsup - v;g (M, n,v)

On dit que (M, V) est un module différentiel de type G s’il satisfait la condition de Galockin :
os(M) < oo .

On dit qu’'un F /K -module différentiel (M, V) est de type G s’il existe un module différentiel
libre (M, V) sur un schéma X /K convenable tel que (M, V) est un module différentiel de type
G.

On appelle rayon de convergence générique v-adique de (M, V) (ou de (M, V)) le nombre :
Ry(M) = inf (1,1|i1f1inf|Gg|;(11{|gl> , pour tout v € Xg,
al—oo ’

et rayon inverse global le nombre :

s(M) = 3 log* s

’UEES

®) Si X est un sous-schéma ouvert de I’espace affine de dimension d sur K, la norme | |x,, est la norme de Gauss
usuelle sur K(z)=«(X), définie par :
5 vzt
o o

E 8 bﬁﬁg

SUP2|¢12|‘U

T supg Ibglv

v,Gauss
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On dit que (M, V) vérifie la condition de Bombieri si pg(M) est fini.

Remarque 2.3. On sait (¢f. [5]) que h(M,n,v) et R,(M) sont indépendants du choix des
coordonnées étales z sur X et ne dépendent que de la fibre générique (M, V) de (M, V). De
plus R, (M) est indépendant du choix de la base e de M.

De méme, og(M) et gs(M) ne dépendent que de Xg et de (M, V) et ils sont indépendants
du choix de z et e. Enfin, les conditions de Galockin et de Bombieri sont équivalentes et ne
dépendent que de la fibre géométrique de M, donc ne dependent pas du choix de S (c¢f. [5]).

Par souci de simplicité nous donnons ici une définition algébrique de la notion de régularité
et de la notion d’exposants dans les cas de plusieurs variables. C’est une des définitions données
dans [3].

Soit Z un diviseur irréductible et lisse de X, iz : Z — X immersion fermée de Z dans
X, nz le point générique de Z et z = (x1,...,24) des coordonnées étales sur X, telles que
Z est le sous-schéma fermé d’équation x; = 0. Puisque I'anneau local Ox ,, de X en 7z est
un anneau de valuation discréte de F avec uniformisant x;, on peut lui associer une valeur
absolue | |x z, telle que |z1]x,z € (0,1) et :

Oxp, ={z € F: |z|xz <1}.

On pose :

0 0 0

Di=x1—,Dy=—,---, Dg= — .
1 T 82131 ) 2 8172 ) ) d Bxd

Soit C = FP1 C F le corps des constantes de Dy; C a degré de transcendance d — 1 sur K, il
est algébriquement clos dans F et C* C (’);}mz. Soit F le completé zi-adique de F et soit C’
la cléture algébrique de C dans F. Alors C' est isomorphe au corps résiduel de | |x,z, il est
une extension algébrique de C et F = C'((x1)). On note (M, V) le F/K-module différentiel

obtenu de (M, V) par passage au completé.

Définition 2.4. On dit que (M, V) est singulier régulier en Z si le F/C'-module différentiel
obtenu de (M, V) par restriction de V aux dérivations de F/C" est singulier régulier dans Ie
sens de [8, §11], i.e. s’il existe une base e de M sur F telle que :

V (D1)e=¢eHi, avec Hi € M5, (C').

On appelle exposants de (M,V) en Z I'image des valeurs propres de H; dans la cléture
algébrique de C' modulo Z. On sait (cf. [3, App. A et 6.1.3]) qu’ils ne dépendent pas du choix
de e et sont en fait dans la cléture algébrique de K modulo 7.

Dans I’Appendice A nous allons donner une démonstration du résultat suivant :

Corollaire 2.5. Un module différentiel de type G est a singularités réguliéres et les exposants
en chaque singularité sont dans Q/Z.
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3. G-fonctions.

Définition 3.1. Soit (aa)

suivantes :

acnd Une famille de nombres algébriques. On considere les conditions
(G:1) pour tout o = (ay,...,aq) € N? il existe une constante réelle positive C; telle que les
conjugués des a, sont de module inférieur a C{gl;
(G2) il existe une constante réelle positive Cy telle que le dénominateur commun dans N de
{as : || < n} est inférieur & Cy+".

Soient P € X un point fermé de X et @X’p le complété de I'anneau local Ox p de X
en P. Le choix des coordonnées étales ¢ = (x1,...,x4) sur X détermine une immersion de
K -algebres différentielles

T :O0xp — L[z — z(P)]
(3.1.1)

a b

o= Yaen aiggh(P) (@ —z(P)*

ou L est une extension finie de K. On appelle G-fonction en P un élément f de @X’p, qui
satisfait les conditions suivantes :

(G) les coeflicients des T(f) = ), cna @a(z — 2(P))® vérifient les conditions G1) et G2);

(H) f est rationnellement holonome, i.e. le F-espace vectoriel engendré par (D*f) ,cya €st un
F/K-module différentiel de dimension finie.

Remarque 3.2.

1) La notion de G-fonction est indépendante du choix des coordonnées étales et du corps K,
d’ailleurs, quitte & étendre le corps K, on va supposer que P est un point K-rationnel et que
z(P)=0.

2) Un élément f de Ox p est rationnellement holonome si et seulement si la série 7(f) =
Y aend Gax® est rationnellement holonome sur K(z), i.e. le K(z)/K-module différentiel en-
gendré par (D*7(f)),cna est un K (z)-espace vectoriel de dimension finie.

On veut maintenant caractériser la propriété (G) de facon plus quantitative; pour cela on
va introduire la notion de taille d’une série formelle :

Définition 3.3. Pour une série formelle y = ) na aoz® € K[z], on définit la taille de y
de la facon suivante : 1
o(y) = limsup — Z h(y,n,v)
n—Hoeo nvezfuzloo
ou
h(y,n,v) = sup (log+|ag|v) .

la|<n

Proposition 3.4. Soit f € Ox p et 7(f) = Y aend @z € K[z]; les deux conditions suivantes
sont équivalentes :
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1) f a la propriété (G);
2) o(1(f)) < +o0.

La démonstration de la derniére proposition dans le cas d’une variable (c¢f. [7, VIII, 1.1])

se généralise sans difficulté a ’énoncé qu’on vient de donner.

Remarque 3.5. Il est évident que le lien entre les G-fonctions et les modules différentiels de
type G est tres profond. En effet, considérons un X/K-module différentiel (M, V) de type G.
Soit e une base fixée de M sur X; on pose :

V(D;)e = eG; , pour tout i =1,...,d.

On peut vérifier facilement que, si £ est un point fermé de X, au voisinage de £ on a :

Di [ Y Go®@-2€)2] = Y Gal®)(@— (€)% Gi, pour tout i =1,...,d.

a€Nd a€Nd

On en déduit que les composantes des vecteurs horizontaux de V sur la base e (et donc sur
toute base de M) sont des G-fonctions.

Le théoréme fondamental de ce papier, que nous allons énoncer dans la prochaine section,
montre, en particulier, que le module différentiel engendré par une G-fonction est de type G.

4. Enoncé du théoréme principal.

Théoréme 4.1. Soient X un K-schéma lisse connexe de dimension relative d, tel que k(X) =
F, P € X un point fermé et (M,V) un F/K-module différentiel. On considére le corps
Frac(@x,p); puisque Ox p — @X,p, Frac(@x,p) a une structure naturelle de F /K-module
différentiel. Supposons que (M,V) a une solution injective (i.e. un morphisme injectif de
modules & connexion)

¢ € Homy (M, Frac (@X,p))

et qu'il existe une base f = (fi,..., f,) de M sur F ayant les propriétés :

i) (fi) € @X,P,
ii) ¢ (f;) a la propriété (G) pour tout i = 1,..., y;
alors (M, V) est un module différentiel de type G.

L’énoncé qui suit est équivalent au théoreme (4.1) :

Théoreme 4.2. Soit f € Ox p une G-fonction et soit (M,V) le F/K-module différentiel
engendré par (D=f) cya; alors (M, V) est un module différentiel de type G.

En combinant (2.5) et (4.1), on obtient le corollaire :

Corollaire 4.3. Sous les hypothéses du théoréme (4.1), le module différentiel (M,V) est a
singularités réguliéres et les exposants en chaque singularité sont rationnels.
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La démonstration du théoréme (4.1) fera 'objet de la section suivante.
5. Démonstration du théoréme (4.1).

La démonstration de (4.1) est divisée en plusieurs étapes :
I. Réduction au cas d’un ouvert de ’espace affine.
II. Idée de la démonstration.
ITII. Une propriété des approximants de Hermite-Padé de 7.
IV. Inversibilité de la matrice R<>.
V. Construction des approximants de Hermite-Padé de 7.
VI. Premieére partie des estimations.
VII. Conclusion de la démonstration.

I. Réduction au cas d’un ouvert affine.

Quitte & restreindre X & un voisinage ouvert de P, il existe des coordonnées étales z =
(z1,...,24) sur X telles que le morphisme associé a z

g: X — g(X) C AL

est en effet un morphisme étale. Si on étend le corps de base K, on peut supposer que P est
un point K-rationnel et que z(P) = 0. Alors, on a un isomorphisme d’algebres différentielles
associé a g :

(5.0.1) @X,P%@Ag( o) = Klz]

qui nous permet de regarder ¢ comme une solution injective de (M, V) en tant que K(z)/K-
module différentiel :

¢ € Homy (M, Frac (@A?{’Q(PO) .

On veut montrer qu'il existe une base de M sur K(z) telle que ¢ vérifie les hypothéses i) et ii)
du théoréme. Soit i : Spec(F) — Spec(K(z)) le morphisme associé a U'injection K(z) —F;
étant donné que F, muni de la connexion triviale, est un module différentiel de type G sur
Spec(F), i F est un module différentiel de type G sur Spec(K (z)) (cf. [5, App. A]). L’injection

Ox,p <_)(;)A‘Ii( opy = K[z] ,

obtenue de (5.0.1) par restriction, nous donne donc une solution injective de F muni de la
connexion triviale. Il s’ensuit qu’il existe une base u = (u1,...,u,) de F sur K telle que les
éléments de u satisfont les hypotheses i) et ii) de (4.1) (il suffit, en effet, de choisir u; dans
Ox,p)- Soit f = (f1,..., fu) une base de M sur F satisfaisant les mémes hypothéses. On peut
alors conclure que la base (u;fj)1<i<d,1<j<u de M sur K(z) satisfait aux hypotheses i) et ii)
du théoreme (4.1).
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Supposons que l'on ait démontré le théoréme (4.1) pour un sous-schéma ouvert de ’espace
affine : alors (M, V) est un G-module en tant que K (z)/K-module différentiel, autrement dit
il existe un diviseur Z de g(X) de dimension pure 1 tel qu'’il existe un module & connexion
intégrable (M, V) de type G sur g(X) ~\ Z. Puisque g est génériquement fini il existe un
ouvert dense U de X tel que la restriction gy : U — g(U) est un revétement étale. On peut
supposer que g(U) C g(X) ~\ Z. Alors (gi“UM|g(U),gi"UV|g(U)), est un module différentiel de
type G sur U (cf. [5, App. A]), dont la fibre générique est (M, V).

On en déduit qu’il suffit de démontrer le théoréme (4.1) dans le cas d’un sous-schéma
ouvert X C A% .

II. Idée de la démonstration.

5.1. Supposons alors que X est un sous-schéma ouvert de A% . On peut supposer que P est
un point K-rationnel et qu’il existe des coordonnées étales z = (z1,...,z4) sur X telles que
z(P) = 0. Etant donnée une base f de M sur K(z) on pose :

%V(Q)Qi = fGqo , avec Go € My x, (K(x)).

On rappelle que les matrices G, satisfont & la relation :

1
Gat1, = P (G1,Ga + DiGy) , V 2 € N
Par hypothese on peut choisir f de facon que (o(f1),-..,9(fu)) = (Yo,---,Yu—1) € K[z]* a
les propriétés suivantes :

- Di(yO; s 7yu—1) = (yO: s 7yu—1)Gi7 pour tout 1= ]-a’da

- Y0,---,Yu—1 sont linéairement indépendants sur K (z);
- o(y;) < oo pour tout 1 =0,...,u — 1.
On a donc :
oo (") (" d
T : = "Gy : , pour tout o € N*,
Yu—1 Yu—1

ot G, est la matrice transposée de G.,.

Notations 5.2. Pour simplifier les notations, on écrira G, au lieu de tGQ; alors le vecteur
7 =" (Y0, --->Yu—1) est solution de

De
?7 =G,V , pour tout a € N¢,

et les matrices G, vérifient la relation :

1
a; +1

Gor1, = (GaG1, + DiGy) , V a € N,
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On note A;, i = 1,...,d, Popérateur matriciel suivant :
Ai = Dz - Gll(g) .

On remarque que les opérateurs Aq,...,A; commutent entre eux deux & deux et que si Y
est une matrice inversible & coefficients dans une extension différentielle G de K (z) telle que
Ai(Y)=0,0na:

Ai=YoD;oY™t Vi=1,...,d.

Etant donné P € K [z]#, on définit :

Ry = gﬁ’ = f[ A B :yégﬂ (»'P) .

ai!

Lemme 5.3.

(5.3.1) Gy = RV (%) DB o AL

-1
(5.3.2) GQTE),Y = Z QD(Q_E) (1 : g) Ry4p , pour tout @,y € ]\

Démonstration. On démontre d’abord la formule (5.3.1). On a :

_1)8l _1)l8l
( 2_ (;)Qﬁ—éoAE: Z ( ;?_ (?)Qg_éoyogéoy_l

B<a T B<a T

-y (—2@ g) D (Q - Q)Qly D2B8-7 o pBoy-t

BLa y<a-8 X

— (_1)|é|g Q_g a— -1
- S () (7 @eerer
Bla-x

On remarque que :

sinon

)Qﬂ—é o AZ = é(gﬁy) oY1= GoYY ' = Ca -
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On démontre maintenant la formule (5.3.2). Pour tout 7 € N% on a :

Gaﬁz -y (-1)12l <§> pe8 Agﬁl

poa @
_ -8 g (1+8
_gs;(_—ﬁ)'g ( y )ﬁﬁé'

Remarque 5.4. Pour démontrer que (M, V) est un module différentiel de type G, on doit
estimer les matrices G,. Pour cela on développera la démonstration dans deux directions :

1) d’un coté on va établir une relation entre ﬁﬂ et B qui nous permettra d’estimer la valeur
de ces vecteurs; -

2) de lautre coté on va démontrer que, sous des hypotheéses convenables sur 1_3, il existe

Vor--9,q € N¢ tels que la matrice R<%> = (7%70’7%71""’7%7 1) est inversible, car,
J 7, Y
d’apres le dernier lemme, les matrices G, vérifient la formule :
(-1
(5.4.1) G,R<%® = Z ~—/__pla-Bp<B>
. (- BN~
Bla =
ou:
Yo T8 7, T8 Vo, T8
R<é> - (<_0 _) ﬁ»y +8, (_1 _) ﬁ'y +Bs5-- > (_“ 1 ﬁ»y _ +8 .
gl - = 0 - 9 HotoT
20 -1 Lpu—-1

III. Une propriété des approximants de Hermite-Padé de 7.

Notations 5.5. Etant donné un polyn6éme

Z oz* € Kz]

a€ENd
on pose :
deg, p(z) = max{|a| : @ € N’ et po # 0} .
Pour un vecteur B = Y(Py,...,P,_1) € K[z]* on utilisera la notation :

deg, P = sup deg, P,
= i=0,eu—1

Pour Y cne @ € K[z]* on pose :

Z @ aze = Z @z et Z @ aze = Z @z .

a€eNd <N lelgN aeNd
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Soit ((x1,-.-,%q)"), ey la filtration de K [z] associée & I'idéal (z1,...,z4). On appelle ord,
I'application définie par :

ord, :Kz] — ZU{oo}
p(z) +— min{n €N : p(z) € (z1,...,24)"}
0 — 0

Evidemment la fonction ord, satisfait les axiomes de valuation :

ordy (p1(z)p2(z)) = ordgpi(z) + ordypa(z)
,Vp1(z), p2(x) € K|z]
ord, (p1(z) + p2(z)) > min (ordyp:(z), ord.p2(z))

et donc on peut étendre ord, a K(z) en posant :

p(z)
d,—— = ord — ord .
or ﬁq(ﬁ) or Qp(ﬁ) or ﬁq(g)
On peut aussi étendre ord, au complété (z1,...,z4)-adique K[z] de Kz]. Les plongements
naturels de K(z) et de K[z] dans le corps des fractions Frac (K [z]) sont compatibles avec la
définition de ord,. De plus, pour un vecteur P = *(Py,...,P,4_1) on pose :
ordmf’) = inf ord,P; .
* i=0,.,u—1 =

Dans la suite on utilisera la propriété de ord, suivante :

ord, (D;p(z)) > ordp(z) —1, Vi=1,...,d.

Proposition 5.6. Soient Q € Vk(z] \ {0}, tel que Q(z)Gy,(z) € Myx,(K|z]) pour tout
1=1,...,d, et
t=1+ sup ] (deg£ (Q(Q)Gli (g)) ,deg, Q(z) — 1) .

i=1,...,

Soient N € N et k un nombre réel positif. On se donne un polynéme q € K |z] tel que

(5.6.1) deg, g < N
et
(5.6.2) ordg (7 )sny 21+ N +5sN .

On pose P= (q7)<N. Alors, pour N assez grand, pour P # 0 et pour tout o € N? tel que :

N
|Q| < TK,,
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on a:

(5.6.3) QeR, = (Ql - (D%q )?)

SN+|al(t-1)

Démonstration. On remarque d’abord que, pour N assez grand, P = (q?)SN =q7 —
(¢ )>n # 0; en effet si, par I’absurde, P= 0, alors ¢ = (¢)>n et donc :

ordgqg_/‘ >14+N+KN.
Comme deg, ¢ < N, on en déduit que :
ordgﬁ > kN ;

on obtient une contradiction, car 7 ne dépend pas de N.
Pour tout o € N on pose :

la
fg = Qa—! (D*q) v - Q|Q|ﬁg

On a I’égalité :
(o + 1)fg+1i = (@D; — |2|D;Q - QG,)) I,

puisque :
an.Za=(Lr (02t0) 7+ L8 0206, 7+ S (0,0 (2207
0 (Q|a|D Bao+]o¥ a' L (0:Q) Tz’g)
- (% (o= )7+ 017+|a|Qa_1<DQ>< “07)

-Q (Q'ﬂ'@- +1>T5a+l +Q' 6y, B+ lo = (D:Q) R )
= (0 + 1)L a1, + QG Lo +al (DiQ) T ,
et donc :
ordgfg > ordgfg_li —1> ord£f0 —|af
> ordg (47 — (¢7)<n) —laf > 1+ N + kN — |of
>1+N+|a(t-1).
On obtient le résultat cherché grace au lemme suivant :
Lemme 5.7. Soient Q et t comme dans la proposition précédente. Alors, pour tout o € N¢,

on a :

Q|Q|ﬁg € Klz]*
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et :
deg, (Q@ﬁg) < deg£1—5’> +lal(t—1).

Démonstration. On pose ﬁg = Q'QW%)Q. Par hypothése on a ﬁg = ng —Pe Kz]*. On

conclut en raisonnant par récurrence car :

H,
(ai + 1)§)Q+l,~ = Aiﬁﬁ = (Dz o Gl‘z) ng—
(DiHa)Q ~ || (DiQ) Ho ~ @Gy, Heo

Qlel+1

11 s’ensuit que :

degﬁﬁg < degﬁﬁg_li +(t-1)< degﬁﬁ +a|(t—1) .

IV. Inversibilité de la matrice R<%>.

L’objet de cette section est le développement du deuxiéme point de (5.4). On remarque que
dans le cas d’un module différentiel irréductible I’existence d’une matrice inversible de la forme
R<%> ne nécessite pas d’hypotheése sur le vecteur P et elle se vérifie de facon élémentaire(®.

Théoreme 5.8. Soit 7 (z) = (yo(2), - -, yu_1(z))" € K[z]* un vecteur solution de A;Y = 0,
pour tout i =1,...,d, tel que yo(),...,yu—1(x) sont linéairement indépendants sur K (z).
11 existe une constante C(A), ne dépendant que de A;, i =1,...,d, telle que si

Py
P=| : |ek~{0}
P,

() Soient Z€GI(u,G) une matrice inversible & coefficients dans une extension différentielle G de F, telle que :
D;Z+t*G;Z=0 , pour tout i=1,...,d,

et ﬁ:t(Po,...,Pu_l)eK[g]“. Alors la matrice *Z71 est telle que (D,——Gi)(tz_l)zﬂ, pour tout i=1,...,d, et :

On veut montrer que, si le module différentiel (M,V) est irréductible, la matrice (ﬁg)IQISM—l a rang maximal yu pour

tout PEK[z]*. En effet, sil existe P tel que la matrice (R‘g)|a|5u,1 n’a pas rang maximal, il en est de méme de la
matrice wronskienne
‘Ro2=2D2(*PZ) .

Alors les entrées du vecteur * PZ€GH sont linéairement dépendantes sur les corps des constantes C de G (c¢f. Appendice
B) : il existe donc un vecteur de solutions Z du systeme (Di—l—tGi)i:l,___,d a coefficients dans G tel que tP7—0. On en

déduit que le module différentiel dual de (M,V) (et donc (M,V)) est réductible (cf. [6, VIII, 2.6]).
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a la propriété suivante :

P, P

(5.8.1) ord, det (
- Yi Yj

) Zdeggﬁ(ﬂ)—l_c(A) Vi, =0,...,p—1,

alors la matrice (ﬁa a rang maximal p.

_) la|<p-1

Remarque 5.9. On observe que, si on choisit g et P comme dans (5.6), pour N assez grand,
ona:
kN > C(A)

et donc la condition (5.8.1) est satisfaite, car :
ord, det (P” PJ’) — ord, det <(qy")>N (qyf')>N) >1+N+kN .
- Yi Y - Yi Yj
Pour terminer la démonstration de (4.1) il suffit, alors, de déterminer un polynéme ¢ convenable
et d’estimer les matrices G4.

On a d’abord besoin d’une définition :

Définition 5.10. On appelle degré total de % € K (z) I’entier positif ou nul :

deg M = deg, p(z) + deg, q(z) -

q(z)

Le lemme suivant est une version dans le cas de plusieurs variables d’un lemme de
Schidlovsky :

Lemme 5.11. Soit G/K(z) une extension de corps et soit V. C G un K-espace vectoriel de
dimension finie. Alors le degré total des éléments de K(x) qu’on peut écrire comme quotient
de deux éléments de V est borné.

Démonstration. Soit V le K (z)-espace vectoriel engendré par V. On considére une K-base
(Mm,---,m) de V, telle que (n1,...,m), pour [ < t, est une K(z)-base de V. Alors il existe
Aipji € K(z),pour j=1,...,t—leti=1,...,[, tels que :

l
(5111) M+ = ZAl+j,i77i ; VJ = 1,. .. ,t -1

=1

Soit h € K(z) tel que h =¢/n, avec {,n €V etn#0. Ona:

t t
E=hn=h) vipi=Y wm,
i=1

=1
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pour des v;, w; € K convenables. Grace a (5.11.1), pour tout ¢ = 1,...,[, on obtient :
t—1 t—1
h W+2>Mwwﬂ =W+§:&HWMr
j=1 j=1

Comme on a supposé n # 0, il existe t = 1,...,1 tel que v; + E;;ll Ai4jivi4j 7 0; on en déduit
que le degré total de h est borné, pour tout h € K(z) que ’on peut écrire comme quotient de
deux éléments de V, par une constante dépendant seulement des A, ; ;. |

Démonstration du théoréme (5.8). Soit G une extension différentielle de K (z), telle qu’il
existe une matrice Z € Gl(u, ) solution de D;Z +*G;Z = 0, pour tout i = 1,...,d, et soit
C le corps des constantes de G par rapport aux dérivations (D1,...,D4). On remarque que
tZ~1 est une solution du systéme différentiel A;Y = 0, pour tout s =1,...,d.

On considére 'application :

P . g+ — g
To p—1
Tys i—0
La matrice de ® dans la base de G* associée & la matrice Z est donnée par

w = (wo,... ,w”_l) = tﬁZ

et par définition de ﬁg ona:

(5:11.2) ‘(%) agum1 2

Etant donné que la matrice de droite est, & multiplication par une matrice diagonale pres,

D%w)

|?_||—\

la|<p-1 °

une matrice wronskienne, la matrice (ﬁa n’a pas rang maximal y si et seulement si

_) la|<p—-1

W, - .., Wy—1 sont linéairement dépendants sur C (cf. Appendice B); de plus on a :
u—1
v = rang (I_%g) al<pt = dim¢ ZZ:% Cw; .
Soit (wp, . ..,W,—1) une base de é‘z_ol Cw; telle que
(wo w1 ... wy—1)M=(wy W4 ... W1 0 ... 0), avec M € Gl(p,C).

La matrice ZM est encore une solution de I'operateur différentiel D; + 'G; et, donc, on peut
utiliser ZM au lieu de Z dans (5.11.2). Pour simplifier les notations on écrira Z pour ZM,
on obtient :

wy—1 0 0)|0<|§I~l—1 .
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Soit R<0> = (TZ),YO, ﬁ71, . ,ﬁy 1) une sous-matrice carrée de (T%)a . On introduit
PRl Y

_) lal<p—1

les notations suivantes :

R R ’ Z Z ’
R<0> _ 1J 1 gtz — Js Js ,
Rpy Rpy Zps Zpg

onl=J=5={0,1,...,.v—1}et I' =J =85 ={v,...,u — 1}. Quitte & changer ’ordre
de . et de Py,...,P,_1, on peut supposer que la matrice R;; a rang maximal. De
10’ 71u_1 H g

Z5s ZJS’) (RIJ Ry ) _ (A>
Zyps Zyg Rpry Rpy 0 ’

avec A matrice v X u, et donc :

plus on a :

ZpsRig+2psRpy=0.

Soit B = RpyR;;. Comme R<*> € M,y , (K(z)), B € M,_,, (K(z)). Puisque R<°> ne
change pas si on remplace Z par ZM, il en est de méme de B. Etant donné que Z est une

matrice inversible et que
(Zps Zps)=Zps (=B L),
la matrice Z;:g: est inversible et on obtient :
B=-Z;%255 .

Les coefficients de la matrice B peuvent s’écrire sous la forme £/7, ou £ et 1 sont des éléments
du K-espace vectoriel des polyndémes de degré au plus u — v & coefficients dans K en les
entrées de la matrice Z. D’apres le lemme précédent, le degré total des éléments de la matrice
B est borné par une constante ne dépendant que de (Aq,...,Ay), puisque M est une matrice
a coeflicients dans le corps des constantes C.

On considére maintenant les deux matrices :

Yu—1 0 o .- 0
¥y1 % 0 -0
Q=% 0 v - 0 M, (Kz])
Yp—1 0 0 - —%

et

0 0 —wo

Q2 = O 0 0 GMVXM—V(K[[Q]])

0 0 O

et on pose :
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Soit (bg,...,b,—1) la derniére ligne de B. On a :

det (TRy;) = det (Q1 + Q2B)

Yu—1 —Yobo —yob1 —yob2 - —yoby—1
Y1 —Yo 0 e 0
— det Y2 0 —Yo - 0
Yv-1 0 0 - —%
Yu—1 — Yobo —y1b1 — - —yp_1by_1 0 o - 0
U1 —Yo 0 v 0
= det Y2 0 -y -~ 0
Yv-1 0 0 - —w
= (—yo)u_l (yu—l —yobo —y1by — - — yu—lbu—l) .
On remarque que det (TRI_JI) # 0, car par hypothese yo,...,y,—1 sont linéairement indépen-

dants sur K(z). On va trouver une contradiction en déterminant des bornes inférieure et
supérieure de ord, det (TRI_JI).

Etant donné que le degré total des éléments de la matrice B est borné par une constante ne
dépendant que de A1, ..., Ay, on obtient 'existence d’une constante C7, dépendant du systeme
différentiel et indépendant de TJ), telle que

ord, det (TRI_}) <C;.
Maintenant, on va chercher une borne inférieure. Soient

ﬁg ='(Rg0,Ra2,---,Rau—1) , pour tout a € N¢,

de facon que :

R<%> = (R, ;
ATV P
N 7/7.76{0717"'7“_1}

et :
_ h
Glh - (Gm')i,je{o,l,...,u—l}2 ’

Les éléments de la premiére ligne de T" sont de la forme

det (y‘u_l Rl&’“_l

Y R ) , pour s=0,...,v -1,
0 13,0

et ceux de la i-ieme ligne, pour ¢ =1,...,v — 1

Yi R’y %
det —s’ , pour s =0,...,v — 1.
(yo st,o> P
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D’apres les relations de récurrence qui lient les vecteurs ﬁg on obtient :
) ) Gh R D )

Dh det (yz Rg,z) — det (Zl ;{lyl Qﬂ) + det (yz hRg,z>
Yi Ra,j 20Ghu Rayj Yi DnRg;

> Gl Rai) (yz o Gthal) (yz Rot1 z)
= det b =" ] + det L2 ) 4 (ap + 1) det QT 2h
(Zz lel Rq,j Yi 2 G;'l,le,l (oo ) Yi R+,

ot o R+,
_ZG det( >+ZG det( R )—I—(ah—l—l)det(y] R h_),

a,l Q"'lh sJ

d’ol, par récurrence sur ||, on déduit que :

inf ord, det ( Roy, i )

2,j=0,...,u—1 Yj a+1,,j
. . y; P
> (la] +1) hzli[}f.,d(—l, ord;Gy, ) + i,j:()lil.l.f.‘,p—l ord, det (y; P;)

et enfin que :

v—1
: yi B
ord, detT > (Z |L\) 1nf (—l,ordQGlh)—H/” inf  ord, det< i P;) .

1::0 7 7 1,1207"'7M 1 yj
D’apres (5.7), on a :

ord, det Ry ; < deg, (numérateur de det Ry, )
v—1
< Z degy H
i=0

v—1
<vdeg, P+(t-1)Y Il
i=0
< ydeggl_’) +(@t-1Dv(p-1).
On en déduit que :

ord, det (TRl_lj) > ord, det (T') — ord, det (Ry,s)

. vi B
<Z I, \) 1nf —1,0rd,Gy,) + ( _ inf lordgdet (y pj>

27.7_07"'7”_ J

~deg, P~ (t—1)(u—1))
P‘
ford, det i) _deg P +C
<1r,1]or e (yj Pj) egy >+ 2,
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ou Cs est une constante ne dépendant que de Aq,...,Aq. Alors il suffit de choisir une constante
C(A) assez grande pour obtenir une contradiction. |

V. Construction des approximants de Hermite-Padé de 7.

Notations 5.12. Pour ¢ =) ¢,2¢ € K[z] on pose :

h(g,v) = suplog™ |galv » Vv EXpUX
(<3

et

o)=Y higv).

UEEfUEOO

Pour 7 = > aend T 422 € K[z]* on pose :

h(n,v) = sup log+|7g|v , VveX;UNy ,

le|<n
oll |7 ,|» est le maximum des valeurs absolues v-adiques des entrées de ¥/ .
On a la proposition suivante :

Proposition 5.13. Pour 7 € (0,1) fixé, pour tout N € N assez grand et pour toute constante

1/d

1_

n<( T+1) —1,
1

il existe q € K [z] tel qu’on ait :

(5.13.1) deg, < N,
(5.13.2) ordg (¢7)sy > 14+ N+ &N
et
1- ~
(5.13.3) h(q) < const + TT dlog N + Z h(N + &kN,v) | ,
’UEEfUEoo

De plus, si on pose P = @Y )en =97 — (q7)>N, alors, pour N assez grand, P est non nul
et (5.8.1) est vérifiée.

Démonstration. On cherche g € K|z] tel que les conditions (5.13.1) et (5.13.2) sont vérifiées.
Soient

=) qur%et T= ) Toz2;

la|<N a€eNd
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alors

av=> | > Y, |z

a€Nd | Bt+r=a
IBISN

La condition (5.13.2) se traduit par le systéme linéaire suivant :

(5.13.4)

Bry=a
1BI<N

{ Z qg?l:O,pourtout la] =N+1,...,N +kN.

On va vérifier que, pour N assez grand, (5.13.4) admet une solution non-triviale. On note I
le nombre d’inconnues et E le nombre d’équations. En appliquant la formule :

n+1 _ n n n—1 T r—1 Va>r—130,
T r—1 r—1 r—1

on a:
N+&kN N
d—1+k d—1+k
s X (-2 ()
k=0 k=0
B d+N+kN\ (d+N
—H d d
1 4-1
= M%N‘i+(termes de degré inférieur en N) ,
et :

N
d—1+k N+d\ N?
I= kzzo( d—-ll_ ) = ( c-ll— ) = + (termes de degré inférieur en N) .

Le systeme a une solution non-triviale si la condition I > E est vérifiée, donc, pour N assez
grand, sion a :
1+r)¥-1 1-7

a S Ta

1/d

1_

H<( T—i—l) —1.
W

D’apreés le lemme de Siegel on peut trouver une solution non nulle de (5.13.4) telle que :

W

ou de facon équivalente :

E ~
h(q) < const + I—F log(const) + log I + egﬁ h (N + kN,v)
vEXpUB o

Pour N >>0:
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En résumant, on a ’estimation suivante :

1-— ~
h(q) < const + -7 log(const) + log I + E h(N + KN,v)
T ’UEEfUZOO

1— ~
§c0nst+—T dlog N + Z h(N + kN,v) | ,
T

VES U
ou la constante dépend de 7 et de d.
La derniére affirmation de (5.13) est démontrée dans (5.9). [ |
VI. Premiére partie des estimations.
(J,Q,w2

Notations 5.14. Pour tout v € X et tout 27_;9 € K(z), on définie la norme suivante :

2sb8

Zg aQ£Q Supg ‘(J‘Q'U

> boaZ = sup [bgly

v,Gauss

On rappelle qu’on a supposé par hypothése que

o(y) = limsup 1 Z h(n,v) | < 40

n
n—r+oo VEZFUS 0o

et qu’on veut démontrer que

1
o(M) = limsup — Z h(M,n,v) | < o,
n—+oo N vex;

avec :
h(M,n,v) = sup log"t ‘Gg‘

aend
lal<n

v,Gauss

On va introduire les notations :

y= Z 7Q£5, avec 7Q€ K*,

a€eNd

1
o7 (¥) = limsup - Z sup log™ ‘?a
n—+o00 vESs aend -
lal<n

v

n—+oo M aeNd v

lal<n

1
0o (¥) = limsup — Z sup log* ‘73
veEXD
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Dans la suite on notera g un polynéme construit selon la proposition (5.13). On remarque
que, pour un tel choix de ¢ et pour P = (q?)SN, la formule (5.4.1) est vraie et les hypotheses
de (5.6) et (5.8) sont vérifiées.

Proposition 5.15. Dans les notations introduites on a :

o (1) < 07() (2 4 - D) 422,

ou Kk est une constante positive telle que :

1_ 1/d
n<( T+1> _1
i

‘ -1

et

Q=timsup (1 Y hlgv) + Y log Q@i @) |

n—+00 veS; ves; X,
avec g, Y, _; € N¢, tels que |11| <p—1pourtouti=0,...,u— 1.
Démonstration. On fixe N,n >> 0 tels que :
t
(5.15.1) N>—-(n+p—-1)>—
K
D’apres (5.6), pour tout o € N? tel que |a| <n+p—1,0ona:
Qlal
(5.15.2) ( — (D%q) 7 = R,Ql .
a <N+|a|(t—1)
De plus, d’apres le choix fait pour ]_3, il existe une matrice inversible
R<0> _ (R)lo,ﬁll,”',ﬁlu—l) » avec [yy[s v, ], - |’y“ J<p—-1,
qui vérifie la formule (5.4.1) :
18]
G = (== D(e-8 p<8> (R<0>)~!
f<a 2= B)!
On en déduit que :
G < D¥° 5 dj R<®> d »
‘ Q‘v,Gauss — sup li+é ‘a' -]R |v,Gauss | et v,Gauss
BLla (Q B)
$=0,...,u—1 - v,Gauss
< su ‘ﬁ > )
R (é5|g|fu 1 G“) oGoues Bl Gous

ot on a posé A(z) = det R<%>(z).
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Etant donné notre choix de N et n et (5.15.2), pour tout || <n+pu—1ona:

.

18]

v,Gauss |q|v,Gauss

18]
< |Q|v Gauss |

v,Gauss

(7)5N+|g|(t_1)

v,Gauss

< |Q|U,Gauss (7)SN+|E|(t_1) v,Gauss ’
d’ou :
sup 10g+|G | <h(N + (n+p—1)(t ~1),0)

o< UG’auss—
al<n

+ (= DR (N + (= 1)(t = 1),0) + ph(g,v) +10g |A]] Gauss -

Par définition de @, on a |Q)| <1 et, d’apres (5.7), Qlélﬁé € K[z]*. Si on pose :

v,Gauss

Alz) = Qllolﬁlo A Qllllﬁll A-ee A Ql—“ 1 ﬁ

y—l

= Q2= @) A®@)
on obtient |A(z ‘v Causs < NA@)]y gauss> avec A(z) € Klz], et donc :

sup log" |Gy | <h(N+(m+p—-1)(t—-1),v)+

la|<n v,Gauss —

(1= DR(N + (= 1)(t = 1),0) + ph(q,v) + log A

v,Gauss

Etant donnée la condition (5.15.1), on fixe un nombre entier positif k et une suite ¢, € (0,1)

tels que :
t(p—1
ps el
K

(5.15.3) N ot k—e,

—=—_ 4

n K n
On obtient :

) 1
o (M) = limsup — Z sup log* |G (z) |v Causs

n—+oo M veD; |lal<n

< oy(7)limsup (N+(n+un—1)(t—1) .27 nl)(t_1)> »
< o4(7) (E+(t—1)+(u_1)£>+9
<os(¥) ( +(t—1))+9,
ol
bt T UPOLLEED ML L
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VII. Conclusion de la démonstration.

On a le lemme suivant :
Lemme 5.16.

t
Q < 00 () & +limsup En(g) .
K n—+oco 1

Démonstration. Soient { = ({1,...,&4) des racines de 'unité telles que :

A(§) #0#Q(§) -

Etant donné que |A(€)], < |A(2)|v,Gauss Pour tout v € Xy, par la Formule du Produit on a :

3 108 [A@)], pauss < D log[AE)],T < D log[A()

vEXy vEXy v€EX oo

On rappelle que
Rg) = det (Qu/R, QUIE, - QWRH, )

et que pour tout n < g — 1, d’apres le choix fait pour n, la formule (5.6.3) est valable. De plus

Q) ?g z*
L ol

- [ T @ (”_f”)qvm

a€Nd \ B+y+i=a

on a :

Q'—" I, |
Sy (DR T = o DD @) (

—i a€Nd \ B+y+é=a

ou on a utilisé la notation suivante :
pour tout P € K[z] et pour tout o € N¢, P, est le coefficient de 2% dans P.

On en déduit que Q" |(§)ﬁ ( §) est une somme de termes de la forme :

v, T
(Q|li|)é (—z’y _> qli+1?£§ﬁ+l+§ )
L3

avec :
ly,| Sp—1Vi=1,....d

8| < deg, Q"7 ,
<N, y+7l<N,
B <N+ (p-1)(t-1).
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Pour tout v € X, on obtient :

< (deg£ Q;—l + d) (N:lr d) (N + (p— 13(15 —-1)+ d)

QR (©

v

-sup(l,cl)“_1 sup (1) ( sup |7a|v> (sup |qg|v> ,
12y, \Y; la|<N+(p-1)(t-1) la|<N

lvI<N

avec :

a= sup (@)l -
|B|<deg, Q -

On remarque que, pour N assez grand, il existe deux constantes cs et c3 telles que :

d
o ()2 zore
vz, \7; p—1

lvI<N

<deg£Q;‘_1 + d) (N(—; d) (N + (p— 13(:*, —1)+ d) < N

Si on pose :

¢y = cacgsup(l, ) 1,

on obtient ’estimation suivante :

‘Qllil(é)ﬁli(g)‘v < CuNd(lH_l) ( sup |7a|v) ( sup |qg|v) .

la| <N+(p—1)(t-1) lal<N
On a enfin :
I I
‘A(§)|v < ,u!c{,‘Ndu(;H—l) sup |7g\v ( sup ‘qgh))
|a| <N+ (p—1)(t-1) la|<N
et donc :

Z log |Z(§)|U < const + dp(p + 1)(#Xx) log N+
VEX 5o

pY o h(gu)+p Y, RN+ (u—1)(t—1),0) .

LIDIPNS v€EX o

On rappelle que, d’apreés (5.15.3), on a les limites suivantes :

. N t
lim — = —
n—+o0o n K

et :
. log N
lim =

n—-+4o0o n

0,
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d’oul on peut conclure, car :

— -1
hmsup - Z h(q7 Z log ‘A(§)|0,Gauss
n—+o00 Uezf ’Uezf

< hmsup— Z h(q,v Z log|Z(§)|v

n
n—+o0 ’UEEf VEYX o

1
<limsup — | p Z h(g,v) + const + du(p + 1)(#X ) log N + Z h
n—+00 n ’UEEf vEYX

> RN+ (1) - 1),@)

VEX oo
< limsup % Z h(g,v) % Z R(N + (u—1)(t—1),v)
n—too VET{US o0 €00

< “h(o) + o) -

5.17. Conclusion de la démonstration de (4.1). D’apres (5.13.3), on a :

lim sup Hh(q) < limsup £
n—+oo T n—+oo M

(dlogN—l— > h(N+kN,v)

vEXFUS o

1- 1
< lim sup u d,uoi +% Z h(N + kN, v)

n—+4o0o T

vEXFUS
1-—
< ;w (¥) hmsup (N + &N)
n—-+o00
1—71
< uo (7) (& +¢
T K
1-— 1
< T (142) 0 @)
T K

d’ou on déduit :
o () £ 05(7) (2 +(0= 1)) + 0 (1) 2
< () (”t (1+ 1) —ut+(t—1)> :

T

1 +
La constante 1 + % est minimale pour k maximal, donc on choisit

B 1/d
m:(l T+1) 1.
1
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Ainsi la constante dans la derniére estimation dépend de la fonction de 7 € (0,1) suivante :

1 1\ 1 (1_Tr+1)1/d " 1-r  \Y¢
(40 =y s 2, ()
(T + 1) -1 i=1,...,d

du 1—71 p+11 1
< 1)=d — .
_7'(1—7')< [ +) N( 7 T+1—T>

a un minimum pour

-1
w
( u+1>
pour cette valeur de 7 on obtient :
2
,u+11+ 1 _ (14 p+1 < 4.95 pour/.L22-
p T 1l—7 V. u 59 pourp=1

o(Y) (4.95dp?t — pt + (¢t — 1)) pour p > 2

1
pll 1

La fonction
noT 1—7

Enfin on a :

o(M) < )
o(7) (5.9dt — 1)) pour y =1

Appendice A. Régularité des modules différentiels de type aG.

Définition A.1. Dans les notations introduites dans (2.2), on dit que (M,V) a reduction
nilpotente modulo v € ¥g, avec v|p, si 'une des conditions équivalentes suivantes est verifiée :
1) il existe un entier positif n tel que, pour tout w € N¢, tel que |w| = n, |Gpy|x,0 < 1;
2) Ry(M) > [pl/ "™

On dit que (M,V) est nilpotent presque partout si I'ensemble des p € SpecZ, tels qu’il
existe v|p pour lequel (M, V) a reduction nilpotente modulo v € Xg, est de densité de Dirichlet
1.

Remarque A.2. Soit (M, V) un F/K-module différentiel de type G. On sait ([6] et [5, 4.1])
que les conditions de Bombieri et de Galockin sont équivalentes; il s’ensuit que I’ensemble
T={p€Z|vp Rxy(M) < |p\11,/(p_1)} a densité de Dirichlet 1, car :

- [Ky : Qp] logp logp
oo>Zlog >Zlog|p| 1/(p=1) —_— = .
= Rx b7 ; [K:Q p—1 ;,p—l

On en déduit que les modules différentiels de type G sont nilpotents presque partout.

On a la généralisation suivante du théoréeme de Katz [8, 13.0], [7, ITII, Remark 6.3] :
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Théoréme A.3. Soit (M,V) un F/K-module différentiel :

i) Si (M, V) a reduction nilpotente modulo v € ¥g pour un ensemble infini de v € Xg, alors
les singularités de (M, V) sont réguliéres.

ii) Si (M, V) est nilpotent presque partout, les exposants (M, V) en chaque diviseur sont dans
Q.

Démonstration. Quitte a restreindre X, on peut supposer qu’il existe un diviseur Z de X de
codimension pure 1 et un module & connexion integrable (M, V) sur X \ Z, tel que (M, V) est
la fibre de (M, V) au point générique de X. Soit L une extension finie de K; par changement
de base on obtient un module différentiel (Mg, V) défini sur X, \ Zg. Si (M, V) satisfait
aux hypothéses de i) et ii) il en est de méme de la fibre au point générique (M ®k L, V) de
(M, V). De plus, (M, V) a une singularité réguliére en Z si et seulement si (M ®k L,V) a
une singularité réguliere en Zy,.

Soit 2 : C — X une courbe lisse sur L, telle que C N Z; = P. Le module différentiel
(*Mp,1*V) satisfait aux hypotheses de i) et ii) sur la courbe C : d’apres [8, 13.0] et [7, III,
Remark 6.3] la fibre au point générique de (2*My,1*V) est singuliére réguliére en P et ses
exposants sont dans Q/Z. Puisque cela est vrai pour toute extension L et toute courbe C de
X1, on peut conclure grace a [3, Th. 5.7 et 6.4.3]. [ |

Appendice B. Lemme du Wronskien a plusieurs variables.

Soit A un anneau commutatif intégre muni des dérivations D, ..., Dy. On suppose que
Panneau C des constantes de A par rapport & Dq,...,Dg :

C={ceA: Di(c)=0pourtouti=1,...,d}

est un corps.
La proposition qu’on va énoncer est une généralisation & plusieurs variables du lemme du

Wronskien :
Proposition B.1. Soient uy,...,u,_1 des éléments de A; la dimension de I’espace vectoriel
engendré sur C' par uy, ..., u,_1 est égale au rang de la matrice :
— (D% a
Wa(ug, - - -, uu—1) = (D%ug D%up—1) 1< p—1 -
. . . . -1
Démonstration. Soit r = dimg Z?:o Cu;. On peut supposer que ug,-..,Ur_1 €St une
-1 . . (s . -
base de ?:0 Cu;; étant donné que u,,...,u,—1 et leurs dérivées peuvent étre écrits comme
combinaison linéaire & coefficients dans C' de uq,...,u,_1, on obtient :
p—1

rangWy(uo, ..., u,—1) < dime Z Cu; .
i=0
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Démontrons 'inégalité inverse. Quitte & changer ’ordre des ug, . ..,u,—1, on peut supposer
que :
o o
r =rangWy(ug, ...,uy—1) =rang (D%*uy --- D%u,_; )|2|SH—1 .

11 suffit de montrer que u, peut s’écrire comme combinaison linéaire & coefficients dans C' de

Ug, ..., Ur_1. Sous les hypotheses faites, il existe un vecteur *(ag,...,a,_1) € A" tel que :
ao
Ar—1
Pour touti =1,...,don a:
Qo
(Qﬁ+liu0, . a2g+li“r—1)lg|§u—1

ar—1
B.1.2
(B.1.2) Dyag

+ (D%ug, - - -, D¥up_q)ja|<p—1 : = (Qﬁﬂiu")lgISu—l )
Djar_1

Si on consideére la sous-matrice de (B.1.2) obtenue en retirant les lignes indexées par les « tels
que |a| = p — 1, on déduit de (B.1.1) que :
D;aqg
(QQU’OV" ’qur—1)|g|<ﬂ—1 =0

Dia’r—l

et donc *(D;ay,...,D;a,_1) =0, pour tout s =1,...,d. [ |
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