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Partie 1

Logarithme et exponentielle
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Õ(M · log |x |) opérations binaires

2. 1− x = (1− px0)(1− p2x1) · · · (1− p2sxs)

avec 0 ≤ xi < p2i et s = O(logN)
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complexité totale : Õ(N log p · s) opérations binaires
quasi-linéaire

en la précision

Scindage
binaire

bit-burst



Exponentielle

exp(x) =
M∑
n=0

xn

n!
(mod pN)

avec M =
N

val(x)− 1
p−1

1.
M∑
n=0

xn

n!
=

m∑
n=0

xn

n!
+

xm

m!

M−m∑
n=1

xnm!

(n+m)!
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Solutions
d’équations différentielles



D’où venons-nous ? Où allons-nous ?

L’équation différentielle

ar (t)y (r) + ar−1(t)y (r−1) + · · ·+ a1(t)y ′ + a0(t)y = 0
ai (t) ∈ Z[t]

Théorème

Il existe un algorithme qui prend en entrée :

+ l’équation différentielle ci-dessous, i.e. les ai (t)

vérifiant l’hypothèse ar (0) 6≡ 0 (mod p)

+ un entier N (la précision)

+ un entier p-adique x

et calcule y(x) à précision O(pN)

pour une complexité quasi-linéaire en N.



D’où venons-nous ? Où allons-nous ?

L’équation différentielle

ar (t)y (r) + ar−1(t)y (r−1) + · · ·+ a1(t)y ′ + a0(t)y = 0

ai (t) ∈ Z[t]

Théorème

Il existe un algorithme qui prend en entrée :

+ l’équation différentielle ci-dessous, i.e. les ai (t)

vérifiant l’hypothèse ar (0) 6≡ 0 (mod p)

+ un entier N (la précision)

+ un entier p-adique x

et calcule y(x) à précision O(pN)

pour une complexité quasi-linéaire en N.



D’où venons-nous ? Où allons-nous ?

L’équation différentielle

ar (t)y (r) + ar−1(t)y (r−1) + · · ·+ a1(t)y ′ + a0(t)y = 0
ai (t) ∈ Z[t]

Théorème

Il existe un algorithme qui prend en entrée :

+ l’équation différentielle ci-dessous, i.e. les ai (t)

vérifiant l’hypothèse ar (0) 6≡ 0 (mod p)

+ un entier N (la précision)

+ un entier p-adique x

et calcule y(x) à précision O(pN)

pour une complexité quasi-linéaire en N.



D’où venons-nous ? Où allons-nous ?

L’équation différentielle

ar (t)y (r) + ar−1(t)y (r−1) + · · ·+ a1(t)y ′ + a0(t)y = 0
ai (t) ∈ Z[t]

Théorème

Il existe un algorithme qui prend en entrée :

+ l’équation différentielle ci-dessous, i.e. les ai (t)

vérifiant l’hypothèse ar (0) 6≡ 0 (mod p)

+ un entier N (la précision)

+ un entier p-adique x

et calcule y(x) à précision O(pN)

pour une complexité quasi-linéaire en N.



L’algorithme



L’algorithme

ar (t)y (r) + ar−1(t)y (r−1) + · · ·+ a1(t)y ′ + a0(t)y = 0

ai (t) ∈ Z[t]



L’algorithme

ar (t)y (r) + ar−1(t)y (r−1) + · · ·+ a1(t)y ′ + a0(t)y = 0

ai (t) ∈ Z[t]

y(t) =
∞∑
n=0

cnt
n



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(t) =
∞∑
n=0

cnt
n



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(t) =
∞∑
n=0

cnt
n

α, β tels que val(cn) ≥ αn + β



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(t) =
∞∑
n=0

cnt
n

α, β tels que val(cn) ≥ αn + β

lié au rayon de convergence



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(t) =
∞∑
n=0

cnt
n

α, β tels que val(cn) ≥ αn + β

lié au rayon de convergence

lié à la norme sup sur le disque de convergence



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(t) =
∞∑
n=0

cnt
n

α, β tels que val(cn) ≥ αn + β

lié au rayon de convergence

lié à la norme sup sur le disque de convergence

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1.



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. cn+1

xn+1

cn+2

xn+2

cn+s

xn+s

=

1

1
? ?

×

cn

xn

cn+1

xn+1

cn+s−1

xn+s−1



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. cn+1

xn+1

cn+2

xn+2

cn+s

xn+s

=

1

1
? ?

×

cn

xn

cn+1

xn+1

cn+s−1

xn+s−1

σn = c0 + c1x + · · ·+ cnx
n



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. cn+1x
n+1

cn+2x
n+2

cn+sx
n+s

=

1

1
? ?

×

cnx
n

cn+1x
n+1

cn+s−1x
n+s−1

σn = c0 + c1x + · · ·+ cnx
n



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. cn+1x
n+1

cn+2x
n+2

cn+sx
n+s

σn

=

1

1
? ?

1 1

cnx
n

cn+1x
n+1

cn+s−1x
n+s−1

σn−1

σn = c0 + c1x + · · ·+ cnx
n



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. cn+1x
n+1

cn+2x
n+2

cn+sx
n+s

σn

=

1

1
? ?

1 1

cnx
n

cn+1x
n+1

cn+s−1x
n+s−1

σn−1

σn = c0 + c1x + · · ·+ cnx
n

AM · · ·A2A1

= (AM · · ·Am+1) · (Am · · ·A1)



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. cn+1x
n+1

cn+2x
n+2

cn+sx
n+s

σn

=

1

1
? ?

1 1

cnx
n

cn+1x
n+1

cn+s−1x
n+s−1

σn−1

σn = c0 + c1x + · · ·+ cnx
n

AM · · ·A2A1 = (AM · · ·Am+1) · (Am · · ·A1)



L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. cn+1x
n+1

cn+2x
n+2

cn+sx
n+s

σn

=

1

1
? ?

1 1

cnx
n

cn+1x
n+1

cn+s−1x
n+s−1

σn−1

σn = c0 + c1x + · · ·+ cnx
n

AM · · ·A2A1 = (AM · · ·Am+1) · (Am · · ·A1) Õ(M · log |x |)
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L’algorithme

bs(n)cn+s + bs−1(n)cn+s−1 + · · ·+ b1(n)cn+1 + b0(n)cn = 0

bi (n) ∈ Z[n]

y(x) =
M∑
n=0

cnx
n (mod pN)

avec M =
N − β

val(x) + α

1. Scindage binaire Õ(M · log |x |)
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Partie 3

Fonctions renormalisées



Exponentielle de Artin–Hasse

AH(t) = exp
(
t + tp

p + tp
2

p2 + tp
3

p3 + · · ·
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Õ(Nn) opérations binaires

Calcul d’une valeur spéciale
on résout l’équation

log
(
AH(x)

)
= x + xp

p + xp
2

p2 + · · ·+ xp
s

ps

(
s = O(logN)

)
par une itération de Newton

même complexité asymptotique que le calcul de log



Exponentielle de Artin–Hasse

AH(t) = exp
(
t + tp

p + tp
2

p2 + tp
3

p3 + · · ·
)
∈ Z(p)[[t]] ⊂ Zp[[t]

y ′ =
(
1 + tp−1 + tp

2−1 + tp
3−1 + · · ·

)
y

ncn = cn−1 + cn−p + cn−p2 + cn−p3 + · · ·

Calcul de la série
on déroule la récurrence
en travaillant à précision O

(
pN+O(log n)

)
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Fonction Γ p-adique

Γp(n) = (−1)n
∏

0<i<n
pgcd(i ,p)=1

i

Équation aux différences
Γp(t+1) = −t Γp(t) si p 6 | t

= −Γp(t) sinon

Série de Mahler

Γp(t) =
∞∑
n=0

cn (t)n avec
∞∑
n=0

(−1)n+1cn t
n = 1−tp

1−t exp
(
t + tp

p

)
Õ(pN2) opérations binaires

Peut-on faire mieux ?
Les équivalents naturels du scindage binaire et du bit-burst
deviennent couteux dans ce contexte d’équation aux différences
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deviennent couteux dans ce contexte d’équation aux différences
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Fonctions hypergéométriques de Dwork

2F1(a, b, c ; t)

<ps

=
∑
n=0

(a)n (b)n
(c)n n!

tn

F(a, b; x) = lim
s→∞

2F1(a, b, 1; x)<ps

2F1(da/pe, db/pe, 1; xp)<ps

Calcul d’une valeur spéciale
Asakura montre comment lire F( i

n ,
j
m ; x) (avec n,m < p)

sur la matrice du Frobenius agissant
sur la cohomologie cristalline d’une certaine fibration
Il en déduit un algorithme de calcul de F( i

n ,
j
m ; x)

Õ(p?N4) opérations binaires
Peut-on faire mieux ?
Une idée serait d’utiliser des méthodes variationnelles à la Lauder :
on calcule la connexion sur la cohomologie cristalline,
puis on applique les méthodes de cet exposé...
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