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Calcul aux différences

Lorsque A est une « algébre de fonctions en une variable x » et f € A, on
a

O(F) = Jim An(F) = lim 5,(F)

ou 9(f) := (%( (f) désigne la dérivée de f,

f(x+ h)—f(x) f(gx) — f(x)
An(f)(x) = ——————— et 4(f)(x) = T x—x
Si on utilise Ay (resp. dq4) au lieu de 9, alors on remplace le calcul
différentiel par le calcul aux différences finies (resp. aux g-différences). On
peut réunir les deux dans le calcul aux différences en utilisant I'opérateur

f(gx + h) — f(x)
(g—1)x+h

f(x) —



Formalisation

Si I'on considére I'endomorphisme
oc: A=A, f(x)— f(gx+ h),
on regarde donc I'opérateur J, donné par

o(f)—f
o(x)—x’

80(’() -

Ceci fait sens chaque fois que A est un un anneau commutatif muni d’'un
endomorphisme o et d'un élément x tel que o(x) — x € A*. Cette
approche fournit une théorie de Galois déformée comme expliqué par
Yves André dans [And01].

On peut en fait formaliser tout cela de telle sorte que la condition

o(x) — x € A* disparaisse et méme que I'on retrouve 9 = d/dx dans le
cas ou 0 = Idy. C'est I'objet de la théorie des opérateurs différentiels
déformés. Dans tout ce qui suit, lorsque o = Id4, on I'omet des notations.



Coordonnée déformée

Soit R un anneau commutatif. Dans ce qui suit, on peut remplacer R par
une algebre affinoide sur un corps ultramétrique K ou par un anneau
adique (ou méme f-adique) quitte a rajouter des conditions topologiques.

Une R-algébre déformée est une R-algébre commutative A munie d'un
endomorphisme o. On pose (voir [LQ18])

P=A®rA, |:=ker(PoAfRg—fg), o(feg)=0(f)®g,

(D) = Jo(l) - 0"(1) et Py = P/ITD,

Soit x €A, £:=1®@x—x®1€ P et =¢g(€)---0"(£). On dira
que x est une o-coordonnée si, pour tout n € N, P(,,) est un A-module
libre sur (les classes de) 1,...,&(.

En pratique, on aura souvent o(x) = gx avec g € R (ou plus
généralement o(x) = gx + h). Dans ce cas, on remplacera partout
I'indice ou le préfixe o par g.



Exemple

1. R un anneau commutatif, A une R-algébre lisse (de dimension
relative un) et 0 = Ida. Alors x est une o-coordonnée sur A si et
seulement si x est une coordonnée étale sur A.

2. R un anneau commutatif, g € R* et A= R[x,1/x]. Alors, il existe
un unique endomorphisme o de A tel que o(x) = gx et x est une
o-coordonnée.

3. R = K un corps ultramétrique complet, g € K avec r'/r < |q| < 1,
A= K{x/r,r'/x} I'anneau des fonctions qui convergent pour
r'" < |x| < r. Alors, il existe un unique endomorphisme o de A tel
que o(x) = gx et x est une o-coordonnée (topologique).

4. R un anneau adique et g € R avec g — 1 topologiquement nilpotent.
A une R-algeébre adique et x une coordonnée (topologique) étale sur
A. Alors, il existe un unique endomorphisme o de A tel que
o(x) = gx et x est une o-coordonnée (topologique).



Dérivation déformée

Une o-dérivation a valeurs dans un A-module M est une application
R-linéaire D : A — M qui satisfait la régle de Leibniz déformée

Vf,g € A, D(fg) = o(f)D(g) + gD(f).

Celles-ci forment un A-module Der,(M). On dispose d'une o-dérivation
universelle d, : A — Q, = I//(z) qui est induite par I'application
f—=1®f—f®1 On aDer,(M)~ Hom(Q,, M).

Si x est une o-coordonnée, alors €, = Ad,x et il existe donc une unique
o-dérivation 0, : A — A telle que 0,(x) =1 : c'est une base de Der,(A).

Exemple

1. Si A est lisse sur R de dimension relative un, o = Ida et x est
coordonnée étale, alors 0, = 0 = d/dx.

2. Si x est une g-coordonnée sur A, alors

VneN, 9y(x") = (n)ex" .



g-analogue

Si g € R, on définit les g-analogues des coefficients binomiaux (qui sont
tous nuls pour n < 0 ou k < 0) par récurrence pour n, k > 0 par :

(), =1 (0),- (=), ("),

En particulier, on dispose du g-analogue d'un entier naturel :
n n—1
(n)q := ( ) =l+qg+--+q"".
1/,

On utilise aussi le g-analogue de la factorielle (n)q! := (n)q(n —1)4---
Exemple

1. Lorsque g = 1, on retrouve les notions habituelles.

1—1t"
2. Lorsque R = k(t) (k un corps), on a (n); = T




g-caractéristique
Si g € R, alors la g-caractéristique cary(R) de R est le plus petit entier

naturel non nul p tel que (p)y = 0 (ou 0 sinon).

Exemple

1. Lorsque g = 1, on retrouve la notion de caractéristique habituelle.

2. Sicarg(R) = p >0, alors g est une racine de I'unité (et g € R*).

On dira que R est g-plat (resp. g-divisible) si (n)q est toujours régulier
(resp. inversible) ou nul.

Exemple

1. R est 1-plat & R n'a pas de Z-torsion ou bien R est une F,-algébre.
R est 1-divisible < R est une k-algébre (k un corps).
2. Supposons carg(R) = p > 0.

2.1 Si R est g-plat, alors g est une racine primitive p-iéme de I'unité.
2.2 Si p est premier, alors R est g-divisible.



Connexion déformée

Soit A une R-algébre déformée et M un A-module. Une o-connexion
V:M— M®jyQ, est une application R-linéaire satisfaisant la régle de
Leibniz déformée

VFeAVse M, V(f)=o(f)V(g)+s® d(f).

Si x est une o-coordonnée telle que o(x) — x € A%, il revient au méme
de se donner la o-connexion ou un endomorphisme o-linéaire u. La
correspondance est fournie par la formule

u(s)—s

V(S) = 0’()()7—X X da-X.

Exemple

R = K un corps ultramétrique complet, g € R avec g # 1, a € K tel que
le « g-analogue » (a)q := >, (7)(g — 1)*7 converge dans K et

M = As un module de rang un. Alors, la g-connexion

V(s) = (a)gs ® dgx correspond a I'endomorphisme u(s) = ¢°s.



Opérateur différentiel déformé

On peut plonger A dans la R-algébre Endg(A) des endomorphismes
R-linéaires de A (action par multiplication) et considérer la sous-algébre
D, C Endg(A) engendrée par A et par les o-dérivations. Cet anneau est
trop petit.

Exemple
Si carg(R) = p >0, on a toujours 95(f) =0 méme si R =C
(phénomene de p-courbure).

On va construire deux autres anneaux d'opérateurs différentiels déformés

plus gros : Dg)) (ou plus simplement D) et DS,OC), avec une surjection

p©® _, D, et une injection D, — D)

Si x est une o-coordonnée, on peut considérer |'extension de Ore D, de
A par O, et o : c'est I'ensemble des sommes formelles finies ZZ:O frOk
avec fi € A et la régle de commutation 0, o f = 9,(f) + o(f)95. On a
alors un isomorphisme entre la catégorie des D,-modules et celle des
A-modules munis d'une o-connexion.



Opérateur de niveau infini

On rappelle que P(,) := = P/I(") avec P:= A®g A et on a donc une
inclusion

D) := Homa(P(,), A) C Homa(P, A) ~ Endg(A).

o,n

L'anneau des opérateurs différentiels déformés de niveau infini ([LQ18])
est
o) - J o)

(c’est bien un sous-anneau de Endg(A)).

Si x est une o-coordonnée, alors chaque P, est libre sur (les classes de)

1,€,...,6M . Sion désigne par 1,0,,...,0 ¢ D((ffﬁ) la base duale, on

(o0)

voit que Dy 7 est I'ensemble des sommes formelles finies ZZ:O fk&[,k].

Exemple

Si x est une g-coordonnée, on a Ak o Al = (kT’)q(?([,kH].



Déformation formelle

On suppose dorénavant que x est une o- coordonnee On a alors une
1
factorisation épi-mono naturelle D, —» D, < D 8 — 6[ ]

On désigne par K1 ¢ DY) I'idéal 3 gauche formé des S°¢_ ol

Exemple
Si R est g-divisible, carg(R) = p et x est une g-coordonnée, alors

Dy/08 ~ Dy ~ D) /KL (Dq ~Dy =D sip= 0) .

On munit Df,oo) de la topologie linéaire associée aux K(Lr] et on désigne

(o)

par Dy’ le complété de D((TOO) (ce n'est pas un anneau).

Théoreme (Déformation formelle)

Si T est un autre endomorphisme de A, on a un isomorphisme naturel

~

D) ~ D).



Forme explicite

Si on voit cet isomorphisme comme une égalité, on a

k—1
(H (o(x) — Ti(X))> o,

i—1

b=

k=1

oo

Exemple
Si x est une g-coordonnée étale (cas o(x) = gx et 7 = Ida), alors

0q = Z(q — 1kt (x0q = (x0)q),

k=1

oo

et
(q—1)fx " (o =q).

NE

c=1+(q—1)x0q =

»
Il

0



71-convergence

On suppose ici que K est un corps ultramétrique complet, R une
K-algebre affinoide et A une R-algébre affinoide. Un Dg,w)—module M est
n-convergent (resp. nt-convergent) si

Vs e M, HQL”(S)H 7" — 0 quand k — +o0
(resp. M est n’-convergent quand 7’ < ). On suppose que A est
n-convergent (resp. nf-convergent) et que ||o(x) — x|| < n (resp. <).

Exemple
Si R:=K et A:=K{x/r,r'/x}, les conditions sur A s'écrivent
|1 —glr <n<r'(resp. |1 —q|lr <n<r'):on veut g proche de 1.

On peut alors munir d'une structure d’anneau le sous-module pim (resp.
DY) DY) défini par la condition

7
3C > 0,Yk € N, [|fi]| < Cn* (resp. I’ <, ”nk’l — 0) )



Déformation ultramétrique

Théoreme (Déformation ultramétrique)

Si T est un autre endomorphisme de A, on a un isomorphisme naturel

D ~ D (resp. DO ~ D1,

Corollaire

On a une équivalence de catégorie entre les Dgoo)—modules
nt-convergents et les D(Too)-modules nt-convergents.

On suppose maintenant que R est g-divisible de g-caractéristique nulle et
que x est une g-coordonnée. Une g-connexion sur un A-module fini M
est n-convergente si

K
Vs e M, H Vils) n* = 0 quand k — 400,

(K)q!

et nT-convergente si M est n/-convergent pour ' < 1.




Confluence ultramétrique

On suppose de plus maintenant que Car(K) = 0 et que x est une
coordonnée étale. On retrouve alors un résultat d'Andrea Pulita
([Pul17]) :

Théoreme (Confluence ultramétrique)

La catégorie des A-modules finis munis d’une connexion nt-convergente
est isomorphe a celle des A-modules finis munis d’'une q-connexion
nt-convergente. De plus, les espaces de cohomologie sont préservés par
cette correspondance.

Exemple

1. L'équation différentielle xy’ — ay = 0 correspond a I'équation aux
g-différences x9q(y) — (a)qy = 0, et a I'équation fonctionnelle
y(gx) = ¢?y(x). Et les solutions sont exactement les mémes.

2. L'équation différentielle y’ — cy = 0 correspond a une équation aux
g-différences de la forme 94(y) — cq(x)y = 0 et a I'équation
fonctionnelle y(gx) = exp((g — 1)cx)y(x). Et les solutions sont
exactement les mémes.



Connexion déformée quasi-nilpotente

On revient a R, A génériques avec o-coordonnée x et on dit qu'une
o-connexion V sur un A-module M est quasi-nilpotente si
Vs € M, 3N € N,V¥(s) = 0.

On munit D, de la topologie associée a I'idéal a gauche (9,) et on

désigne par D, son complété (comme précédemment, ce n'est pas un
anneau).

Exemple
Si x est une g-coordonnée et R est g-divisible de caractéristique nulle,

alors D, = D).

Théoréme
Si x est une g-coordonnée avec carq(R) = p > 0, alors la multiplication
est continue sur Dgq et D, est un anneau.

La catégorie des D,-modules discrets est isomorphe a celle des modules a
g-connexion quasi-nilpotente.



Déformation arithmétique

On suppose ici que R est un anneau adique et que A est une R-algebre
adique.

Théoreme (Déformation arithmétique)

Supposons que p est premier et que R est un anneau p-adique (comp/et)
de g-caractéristique p. Il existe alors un unique morphisme A-linéaire
continu de R-algébres

S (-1
Dy =D, dgr Tx" 1ok
k=1
(on a (q —1)k"1/k! € R). Celui-ci se factorise par D,.

On obtient un foncteur de confluence de la catégorie des A-modules finis
munis d'une connexion topologiquement quasi-nilpotente vers celle des
A-modules finis munis d'une g-connexion topologiquement
quasi-nilpotente.



g-frobenius

Soit p un nombre premier. Soit R un anneau muni d'un (relevement du)
frobenius ¢ et g € R. Soit A une R-algébre munie d'une g-coordonnée
étale. Un g-frobenius sur A (JGLQ19]) est un morphisme

FZA/Z=R¢»\®RA—>A

localement libre de rang p tel que F(1® x) = xP et g0 F = 0.

Exemple

R une Z[q](p,q—1)-algébre et ¢ un relevement du frobenius tel que
#(q) = gP. A une R-algebre compléte pour la topologie (p, g — 1)-adique
munie d'une coordonnée topologique étale x. Alors, il existe un unique o
sur A tel que x soit une g-coordonnée topologique et il existe un unique
g-frobenius F sur A.

Un champ de Higgs sur un A’-module N est une application A’-linéaire
6:N— NQa (telle que § A9 =0). Un A'-module de Higgs est un
A’-module N muni d’'un champ de Higgs.



Correspondance de Cartier-Simpson déformée

Théoreme (Correspondance de Cartier-Simpson déformée)

Si Carg(R) = p, alors F induit une équivalence entre la catégorie des
A'-modules de Higgs quasi-nilpotents et celle des A-modules munis d’une
g-connexion quasi-nilpotente.

Démonstration.

On désigne par Zq (resp. Z4A) le centre de (resp. le centralisateur de A
dans) Dy. On montre une équivalence entre la catégorie des modules de
Higgs sur A’ et celle des ZyA-modules (théorie de la p-courbure
déformée). Le coeur de la démonstration consiste ensuite a construire un
morphisme (resp. un isomorphisme)

D, — Endz, (ZqA) (resp. Dy ~ EndZA(Z/c;é\)) .

On conclut avec I'équivalence de Morita. O



Prismes et déformation (travaux en cours)

On suppose maintenant que R est une Z[q](, q—1)-algébre sans
(p)g-torsion avec R/(p)q a p>-torsion bornée et que ¢ est un frobenius
tel que ¢(q) = gP. On suppose que A est compléte pour la topologie
(p, g — 1)-adique. On désigne par a un g-PD-idéal de A (par exemple
a=(q—1)oua=N:=¢*((p)y)) et on pose A= A/a.

On dispose alors d'un diagramme commutatif (voir [BS19] pour la théorie
des prismes) :

{W—cristaux prismatiques} LA {Z—q—cristaux}

| |

{Di\i;)—modules} LA {D/(:L—modules}
De plus, la fleche du bas est une équivalence (avec quelques conditions
de finitude) qui reléve I'équivalence de Cartier-Simpson déformée. On
espére des équivalences partout quite a modifier certaines définitions.
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