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§0. Introduction.

La notion de G-fonction a été introduite par C.L. Siegel en 1929. Dans les années quatre-
vingts la théorie des G-fonctions (& une variable) a repris une nouvelle force, grace aux travaux
de E. Bombieri, D.V. et G.V. Chudnovsky, Y. André et B. Dwork, qui ont, entre autre, mis
en évidence ses liens avec la géométrie arithmétique. Un des piliers de cette théorie est le
théoréeme de Chudnovsky [1, VI] rappelé ci-dessous. Il joue aussi un réle fondamental dans la
théorie des séries Gevrey de type arithmétique développée par Y. André(®),

Donnons brievement quelques définitions. Soient K un corps de nombres et Vg son anneau
des entiers. On appelle G-fonction une série formelle y = »_ .y anz" & coefficients dans K,
telle que :

1) il existe £ € K [a:, %] qui annule y : Ly = 0;

2) pour toute immersion K «——C, la série entiére y a rayon de convergence non nul, en tant
que série a coefficients complexes;

3) il existe une suite de nombres entiers positifs (Ny,),c et une constante C réelle positive
telles que N,as € Vg pour tout s < n et telles que N, < C™*! pour tout n € N.

On considére maintenant un opérateur différentiel

e-$ a4 exle 4]

On peut construire une suite d’opérateurs (£,),,- telle que £,, est 'unique opérateur divisible
a droite par L et de la forme : -

= Au@) ( d )Hn_l +§Ai,n(m) (%)i , avec Ain(z) € K[a].

: el
n! dr P

On dit que £ est un G-opérateur ou un opérateur de type G s’il existe une suite de nombres
entiers positifs (V,), -, et une constante C réelle positive telles que N, A; ; € Vg [x] pour tout
s<neti=0,... ,u—_l et telles que N, < C™*! pour tout n € N. Le théoreme de Chudnovsky
dit que 'opérateur minimal qui annule une G-fonction donnée est de type G; cela, grace a [8,
13.0] et & [6], implique le théoréme suivant :

) “Séries Gevrey de type arithmétique I et II”, Annals of Mathematics, 151 (2000), 705-756.
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Z our la theorie geometrique des (-1onctions

Théoréme 0.1. L’opérateur différentiel minimal qui annule une G-fonction donnée est a
singularités réguliéres et les exposants en chaque singularité sont rationnels.

Dans ce papier nous généralisons a plusieurs variables le théoréme de Chudnovsky que
nous venons d’énoncer (¢f. Th. 4.1), dans un contexte plus géométrique, qui a été introduit
par Y. André et F. Baldassarri dans [2]. Nous déduisons des résultats de [3] une généralisation
de [8, 13.0] (¢f. App. A), qui, avec [5], nous permettra d’obtenir I’analogue & plusieurs variable
de (0.1).

Nous envisageons cet article comme une contribution a la construction d’une théorie des
opérateurs arithmétiques a plusieurs variables, obtenus a partir des G-opérateurs par trans-
formation de Fourier partielle, et pour laquelle notre résultat devrait étre un outil essentiel.
Le but de cette théorie pourrait étre le développement de techniques qui permettent d’obtenir
des résultats d’indépendance algébrique des valeurs des fonctions de la forme :

f(l',y) = P(ew; 2F1(a’ b; (& y)) , avec (l,b, cE Qa
ou P(T) est un polyndme, les valeurs d’une telle fonction étant liées a e et .

Remerciements. L’auteur tient spécialement & remercier Y. André pour lui avoir suggeré de
travailler sur ce sujet et pour son assistance tout le long de la préparation du présent papier.
Elle remercie aussi D. Bertrand pour ses remarques sur le texte et Z. Djadli pour son cyclopéen
travail de correction des fautes de frangais.
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§1. Notations.

1.1. Soient K un corps de nombres et Vi 'anneau des entiers de K. On utilise la notation
| |, pour une valeur absolue v-adique de K telle que v|p, oll p est un premier de Z, ou pour une
norme qui induit une norme archimédienne sur (. Dans le cas non-archimédien on normalise
| |» de la fagon suivante :

|p|v — p_[Kv:Qp]/[K:Q] ,
ou K, est le complété de K par rapport a | |, et v|p. De fagon similaire, dans le cas archimédien,
on normalise | |, en posant :

lz|/ Y siK, =R

|lz]y =

22/ ik, =C

On remarque que pour ce choix de normalisation la Formule du Produit est valable :

H|x\U:1,‘v’x€K.
v



Q2. Modules diierentiels de type G o

On note Xy ensemble des v tels que v|p pour un certain p € Z et ¥, I’ensemble des v tels
que | |, étend la norme archimédienne de Q.

1.2. Dans la suite on utilisera les notations suivantes :

X =K-schéma lisse de dimension relative d, de type fini et géométriquement connexe.

F = k(X)= corps des fonctions rationnelles sur X.

Soient z = (1,...,24) des coordonnées étales locales sur X et D; = %, pour i =1,...,d.

On note a = (az,...,aq) les éléments de N¢ et pour tout a,f € N? on pose :

d d
| =Y ai, ol =[],
=1 =1

a< B a; <p;pourtouti=1,...,d

d
87 Q4 .
= ,sla>f
ﬁ) 11(51) -
@ _ pl...g% D= p%i...DYd

On note, enfin, 1, € N le multi-indice ayant toutes les entrées nulles sauf la i-eme égale a 1.

§2. Modules différentiels de type G.

2.1. Soit (M, V) un X/K-module différentiel localement libre de rang p, muni de la conne-
xion intégrable(® V. On appelle (M, V) sa fibre au point générique de X. On observe que,
étant donné un F/K-module différentiel (M, V), on peut toujours trouver un schéma X/K
convenable, tel qu’il existe un X/K-module différentiel (M, V) libre muni d’une connexion
intégrable V, dont (M, V) est la fibre au point générique, et tel que X admet des coordonnées
étales globales z : donc dans la suite on supposera que (M, V) est libre sur X et que X admet
des coordonnées étales globales.
Soit e une base de M, telle que :

év (D)*e=eGq , avec Gy € My, (O(X)).

Les matrices G, sont liées entre elles par la relation de récurrence :

1
a; +1

(2.1.1) Gat1, = (DiGQ + GLGQ) , pour tout o € N? et pour tout i = 1,...,d.

Définition 2.2. On choisit un sous-schéma ouvert S de Spec(Vk) et un S-schéma lisse X g, de
type fini, & fibres connexes et tel que Xg X g Spec(K) = X. On note Xg I'’ensemble des points
fermés de S. Pour tout v € g, on considére la norme | |x , sur F associée & 'anneau local de
X dans le point générique de la fibre spéciale de X g sur v, normalisée de fagcon qu’elle étende
| |,®). On pose :

h(M,n,v) = sup log" |Ga|x, , pour tout v € g,

la|<n

) Dans la suite nous omettrons de rappeler que ’on considére toujours des connexions intégrables.

®3) Si X est un sous-schéma ouvert de I’espace affine de dimension d sur K, la norme | |x,, est la norme de Gauss
usuelle sur K(z)=«(X), définie par :

Supg|ﬂg|v

ETTALTINN

v,Gauss
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ot logt z = log sup(1l, z) pour tout € R et la norme de la matrice G, est égale au maximum
de la norme de ses éléments. On appelle taille de (M, V) le nombre suivant :

. 1
os(M) = hrIin)SolépE E h(M,n,v) .
VEX S

On dit que (M, V) est un module différentiel de type G s’il satisfait la condition de Galockin :
os(M) < oo .

On dit qu'un F/K-module différentiel (M, V) est de type G s'il existe un module différentiel
libre (M, V) sur un schéma X /K convenable tel que (M, V) est un module différentiel de type
G.

On appelle rayon de convergence générique v-adique de (M, V) (ou de (M, V)) le nombre :

R,(M) = inf (1,1|i1f1inf|Gg|;(1U/|gl> , pour tout v € Xg,
al—oo ’

et rayon inverse global le nombre :

1
Ry(M) -

0s(M) = Z log™

’UGES
On dit que (M, V) vérifie la condition de Bombieri si os(M) est fini.

Remarque 2.3. On sait (¢f. [5]) que h(M,n,v) et R,(M) sont indépendants du choix des
coordonnées étales z sur X et ne dépendent que de la fibre générique (M, V) de (M, V). De
plus R, (M) est indépendant du choix de la base e de M.

De méme, o5(M) et 05(M) ne dépendent que de Xg et de (M, V) et ils sont indépendants
du choix de x et e. Enfin, les conditions de Galockin et de Bombieri sont équivalentes et ne
dépendent que de la fibre géométrique de M, donc ne dependent pas du choix de S (cf. [5]).

Par souci de simplicité nous donnons ici une définition algébrique de la notion de régularité
et de la notion d’exposants dans les cas de plusieurs variables. C’est une des définitions données
dans [3].

Soit Z un diviseur irréductible et lisse de X, iz : Z — X l'immersion fermée de Z dans
X, nz le point générique de Z et z = (x1,...,24) des coordonnées étales sur X, telles que
Z est le sous-schéma fermé d’équation z; = 0. Puisque 'anneau local Ox ,, de X en 7z est
un anneau de valuation discréete de F avec uniformisant x;, on peut lui associer une valeur
absolue | |x,z, telle que |z1|x,z € (0,1) et :

Oxpn, ={z€F: |z|xz <1}.

On pose :
0 0 0
Di=zy—, Dy=—,-++, Dg= — .
1 T (9331 ) 2 (9:1)2 ) ) d axd
Soit C = FP1 C F le corps des constantes de Dy; C a degré de transcendance d — 1 sur K, il
est algébriquement clos dans F et C* C (’);é,nz. Soit F le completé x1-adique de F et soit C’

la cléture algébrique de C dans F. Alors C' est isomorphe au corps résiduel de | |x,z, il est
une extension algébrique de C et F = C'((z1)). On note (M,V) le F/K-module différentiel
obtenu de (M, V) par passage au completé.
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Définition 2.4. On dit que (M, V) est singulier régulier en Z si le F/C'-module différentiel
obtenu de (M, V) par restriction de V aux dérivations de F/C' est singulier régulier dans le
sens de [8, §11], i.e. s’il existe une base e de M sur F telle que :

V (D1)e=¢eHi, avec Hi € M, (C').

On appelle exposants de (M,V) en Z l'image des valeurs propres de H; dans la cléture
algébrique de C' modulo Z. On sait (cf. [3, App. A et 6.1.3]) qu’ils ne dépendent pas du choix
de e et sont en fait dans la cloture algébrique de K modulo 7.

Dans I’Appendice A nous allons donner une démonstration du résultat suivant :

Corollaire 2.5. Un module différentiel de type G est & singularités réguliéres et les exposants
en chaque singularité sont dans Q/7Z.

§3. G-fonctions.

Définition 3.1. Soit (ag)
suivantes :

(G1) pour tout a = (a,...,aq) € N? il existe une constante réelle positive C; telle que les

\ , . s v le
conjugués des a, sont de module inférieur a Cl—l;

(G2) il existe une constante réelle positive Cy telle que le dénominateur commun dans N de
{as : |a| < n} est inférieur & C3+7.

acnd Une famille de nombres algébriques. On considére les conditions

Soient P € X un point fermé de X et (’jX,p le complété de I'anneau local Ox p de X
en P. Le choix des coordonnées étales x = (x1,...,xq) sur X détermine une immersion de
K -algeébres différentielles

T @X’p — L[z — z(P)]
(3.1.1) .y a,
foo— Yaend aigg=(P) (@ —z(P))~

ou L est une extension finie de K. On appelle G-fonction en P un élément f de @X,p, qui
satisfait les conditions suivantes :

(G) les coefficients des T(f) = ) cna aa(z — (P))® vérifient les conditions G1) et Gz);

(H) f est rationnellement holonome, i.e. le F-espace vectoriel engendré par (D=f) s €st un
F/K-module différentiel de dimension finie.

Remarque 3.2.

1) La notion de G-fonction est indépendante du choix des coordonnées étales et du corps K,
d’ailleurs, quitte & étendre le corps K, on va supposer que P est un point K-rationnel et que
z(P)=0.

2) Un élément f de (’}X, p est rationnellement holonome si et seulement si la série 7(f) =
Y aend Gaz® est rationnellement holonome sur K(z), i.e. le K(z)/K-module différentiel en-

gendré par (D*7(f)),cna est un K (z)-espace vectoriel de dimension finie.

On veut maintenant caractériser la propriété (G) de fagon plus quantitative; pour cela on
va introduire la notion de taille d’une série formelle :

Définition 3.3. Pour une série formelle y = ) | cya ao2% € K[z], on définit la taille de y
de la fagon suivante : B
1
o(y) =limsup— > h(y,n,v)

n
n—oo ’UEEfUEOO
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h(y,n,v) = sup (log" |aals) -

la|<n

Proposition 3.4. Soit f € Ox p et 7(f) = Y aend oz € K[z]; les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

1) f a la propriété (G);

2) o(7(f)) < +o0.

La démonstration de la derniére proposition dans le cas d’une variable (¢f. [7, VIIL, 1.1))
se généralise sans difficulté a I’énoncé qu’on vient de donner.

Remarque 3.5. 1l est évident que le lien entre les G-fonctions et les modules différentiels de
type G est tres profond. En effet, considérons un X/K-module différentiel (M, V) de type G.
Soit e une base fixée de M sur X; on pose :

V(D;)e = eG; , pour tout i =1,...,d.

On peut vérifier facilement que, si £ est un point fermé de X, au voisinage de € on a :

D; Z Ga(&)(z—2(£))* ]| = Z Ga(&)(z—z(€))* | G, pour tout i =1,...,d.

a€Nd a€Nd

On en déduit que les composantes des vecteurs horizontaux de V sur la base e (et donc sur
toute base de M) sont des G-fonctions.

Le théoréme fondamental de ce papier, que nous allons énoncer dans la prochaine section,
montre, en particulier, que le module différentiel engendré par une G-fonction est de type G.

§4. Enoncé du théoréme principal.

Théoréme 4.1. Soient X un K-schéma lisse connexe de dimension relative d, tel que k(X)) =
F, P € X un point fermé et (M,V) un F/K-module différentiel. On considére le corps
Frac((;)x,p); puisque Ox p <> @X,p, Frac(@x,p) a une structure naturelle de F /K-module
différentiel. Supposons que (M,V) a une solution injective (i.e. un morphisme injectif de
modules & connexion)

¢ € Homy (M, Frac (@X,p))

et qu'il existe une base f = (f1,..., fu) de M sur F ayant les propriétés :

i) ¢ (fi) € Ox,p,
i) ¢ (f;) a la propriété (G) pour touti =1,..., u;
alors (M, V) est un module différentiel de type G.

L’énoncé qui suit est équivalent au théoreme (4.1) :

Théoréme 4.2. Soit f € Ox p une G-fonction et soit (M,V) le F/K-module différentiel
engendré par (D2f) cna; alors (M, V) est un module différentiel de type G.

En combinant (2.5) et (4.1), on obtient le corollaire :

Corollaire 4.3. Sous les hypothéses du théoréme (4.1), le module différentiel (M,V) est a
singularités réguliéres et les exposants en chaque singularité sont rationnels.
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La démonstration du théoréme (4.1) fera ’objet de la section suivante.

§5. Démonstration du théoréme (4.1).

La démonstration de (4.1) est divisée en plusieurs étapes :
I. Réduction au cas d’un ouvert de I’espace affine.
II. Idée de la démonstration.
ITII. Une propriété des approximants de Hermite-Padé de 7.
IV. Inversibilité de la matrice R<0>.
V. Construction des approximants de Hermite-Padé de 7.
VI. Premiere partie des estimations.
VII. Conclusion de la démonstration.

I. Réduction au cas d’un ouvert affine.

Quitte a restreindre X & un voisinage ouvert de P, il existe des coordonnées étales x =
(z1,...,24) sur X telles que le morphisme associé a z

g:X—>g(X)CA‘Ii{

est en effet un morphisme étale. Si on étend le corps de base K, on peut supposer que P est
un point K-rationnel et que z(P) = 0. Alors, on a un isomorphisme d’algebres différentielles
associé a g :

(5.0.1) Ox,p—=0,4 o(p) = Klz]

qui nous permet de regarder ¢ comme une solution injective de (M, V) en tant que K (z)/K-
module différentiel :

¢ € Homy (M, Frac (@A%,Q(P))) .

On veut montrer qu'il existe une base de M sur K(z) telle que ¢ vérifie les hypotheses i) et ii)
du théoréme. Soit i : Spec(F) — Spec(K(z)) le morphisme associé & l'injection K(z) —F;
étant donné que F, muni de la connexion triviale, est un module différentiel de type G sur
Spec(F), i, F est un module différentiel de type G sur Spec(K (z)) (c¢f. [5, App. A]). L’injection

OX,P <_)@A‘Ii< ,9(P) — K|I£]] ’

obtenue de (5.0.1) par restriction, nous donne donc une solution injective de F muni de la
connexion triviale. Il s’ensuit qu’il existe une base u = (uy,...,u,) de F sur K telle que les
éléments de u satisfont les hypotheses i) et ii) de (4.1) (il suffit, en effet, de choisir u; dans
Ox,p)- Soit f = (f1,..., fu) une base de M sur F satisfaisant les mémes hypotheses. On peut
alors conclure que la base (u;f;)1<i<d,1<j<u de M sur K(z) satisfait aux hypotheses i) et ii)
du théoréeme (4.1).

Supposons que 'on ait démontré le théoréme (4.1) pour un sous-schéma ouvert de ’espace
affine : alors (M, V) est un G-module en tant que K (z)/K-module différentiel, autrement dit
il existe un diviseur Z de ¢g(X) de dimension pure 1 tel qu'’il existe un module & connexion
intégrable (M, V) de type G sur g(X) ~\ Z. Puisque g est génériquement fini il existe un
ouvert dense U de X tel que la restriction gjy : U — g(U) est un revétement étale. On peut
supposer que g(U) C g(X) \ Z. Alors (gl*UM|g(U),g|*UV|g(U)), est un module différentiel de
type G sur U (cf. [5, App. A]), dont la fibre générique est (M, V).

On en déduit qu’il suffit de démontrer le théoréeme (4.1) dans le cas d’un sous-schéma
ouvert X C A% .
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I1. Idée de la démonstration.

5.1. Supposons alors que X est un sous-schéma ouvert de A%. On peut supposer que P est
un point K-rationnel et qu'’il existe des coordonnées étales z = (x1,...,z4) sur X telles que
z(P) = 0. Etant donnée une base f de M sur K(z) on pose :

iv(g)ﬁi = fGq , avec Gy € Myx, (K(x)).

On rappelle que les matrices G, satisfont a la relation :

1
Gat1, = Y (G1,Ga + DiGy) , V 2 € N
Par hypothese on peut choisir f de facon que (o(f1),-..,9(fu)) = (Yo,---,Yu-1) € K[z]* a
les propriétés suivantes :

- Di(yoa"' 7yu—1) = (yO: s 7yu—1)Gi7 pour tout 1= 1a’da

- Y0,---,Yu—1 sont linéairement indépendants sur K (z);
- o(y;) < oo pour tout 1 =0,...,u — 1.
On a donc :
0 0
p= ®) " .
T : = "Gy : , pour tout a € N*,
N Yu—1 Yu—1

ot !G, est la matrice transposée de G,.

Notations 5.2. Pour simplifier les notations, on écrira G, au lieu de *Gy; alors le vecteur
7 ="(yo,--- ,Yu—1) est solution de

D
?? =G,V , pour tout a € N¢,

et les matrices G, vérifient la relation :

1
Gaty, = o7 (GaG1, + DiGy) , V 2 € N
On note A;, i = 1,...,d, Popérateur matriciel suivant :

Ai == D, - Gli(g) .

On remarque que les opérateurs Aq,...,A; commutent entre eux deux & deux et que si Y
est une matrice inversible & coefficients dans une extension différentielle G de K (z) telle que
Ai(Y)=0,0na:

Ai=YoD;oY ™t Vi=1,...,d.

Etant donné P € K [z]#, on définit :

ﬁgzﬁﬁ: : Afiﬁ:yégﬂ(y—lﬁ) .

;!
i—1 7

Lemme 5.3.

(5.3.1) Gy = SRV (g) DB o AL
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_1)I8l
(5.3.2) Gaﬁ)w = Z QD(Q_@ (Z + é) R,.p , pour tout a,vy € N¢.
adly B)! 5 1+8 x

Démonstration. On démontre d’abord la formule (5.3.1). On a :

£ Eartasee £ O Doty

B<a T

_1)I8l B
= Z ( i? — %) (Q . é)gly D287 o pB o y-1
- et =

BLa
_ (_1)|E| a\(a—-p a— -1
-2 S ()0 @enes
p<a—x
On remarque que :
3 (-2 (Q) (a—é> __ 1 3> (-l (a 7) % sa=y
B<a—y ol g X 7'(Q_1)'§§2_1 5 0 sinon

—1)l8l 1
= <§)QQ_QOAE: (DoY) oY = GoYY T =
B<a T - B

On démontre maintenant la formule (5.3.2). Pour tout v € N% on a :

GuR, = Z( 1||(>Da EAPR,

,8<a -

(_1)| | a— ’7+ﬂ
e T QL

Remarque 5.4. Pour démontrer que (M, V) est un module différentiel de type G, on doit
estimer les matrices G,. Pour cela on développera la démonstration dans deux directions :

1) d’un coté on va établir une relation entre Tfﬂ et P qui nous permettra d’estimer la valeur
de ces vecteurs;

2) de lautre coté on va démontrer que, sous des hypotheéses convenables sur 1_3) il existe
Yor- 1Yy € N¢ tels que la matrice R<%> = (1_%)70,}4?)71,...,7{&7 ) est inversible, car,

“u—1
d’apres le dernier lemme, les matrices G, vérifient la formule :

(5.4.1) G,R<%"> = Z (_1)|B| AT~ pla-B) gp<p>
B f<a () ’
ou :
(G L O L s L |
0 11 —I—l_l
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III. Une propriété des approximants de Hermite-Padé de 7.

Notations 5.5. Etant donné un polynéme

p(z) = ) poz* € Klz]
a€Nd
on pose :
deg, p(z) = max{|a| : a € N? et po # 0} .
Pour un vecteur B = Y(Po,...,P,—1) € K[z]* on utilisera la notation :

deg, P = sup deg, P; .
- 1=0,...,u—1 -

Pour Y cne @ a2 € K[z]* on pose :

Z 7£§g = Z 7g§g et Z 7g£g = Z 7g§3.

a€Nd <N lelsN a€Nd SN lel>N
Soit ((z1,...,%4)"),cy la filtration de K [z] associée a I'idéal (z1,...,z4). On appelle ord,
P’application définie par :
ord, :Kz] — ZU{oo}
p(z) +— min{n €N : p(z) € (z1,...,24)"}
0 — 00

Evidemment la fonction ord, satisfait les axiomes de valuation :

ordy (p1(z)p2(z)) = ordgp1(z) + ordgp2(z)
7Vp1 (.’I)),pg(.’l)) € K[Q]
ordg (p1(z) + p2(z)) > min (ordgp1(z), ordyp2(z))

et donc on peut étendre ord, a K(z) en posant :

p(z)
d,— = ord — ord .
or Eq(g) or £p(§) or £(I(§)
On peut aussi étendre ord, au complété (zi,...,rq)-adique K[z] de K[z]. Les plongements
naturels de K (z) et de K[z] dans le corps des fractions Frac (K [z]) sont compatibles avec la
définition de ord,. De plus, pour un vecteur P = !(Py,...,P,_1) on pose :
ordmﬁ = inf ord,P; .
= i=0,..,u—1 =

Dans la suite on utilisera la propriété de ord, suivante :

ordg (Dsp(z)) > ordgp(z) —1, Vi=1,...,d.
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Proposition 5.6. Soient Q € Vk[z] \ {0}, tel que Q(z)Gy,(z) € Myux,u(K|z]) pour tout
i=1,...,d, et

t=1+ sup (deg, (Q()G1, (), deg, Q) 1) .

i=1,...,d

Soient N € N et x un nombre réel positif. On se donne un polynéme q € K|z] tel que

(5.6.1) deg, ¢ < N
et
(5.6.2) ordg (¢ )5y 21+ N+ &N .

On pose P = (q7)<N. Alors, pour N assez grand, pour P # 0 et pour tout o € N¢ tel que :

N
|Q| < TK/,

on a:

lal
(5.6.3) QeR, = (%—, (D%q) 7)

<N+|af(t-1)

Démonstration. On remarque d’abord que, pour N assez grand, P = (q?)SN =q7 —
(¢ )sn # 0; en effet si, par I’absurde, P = 0, alors ¢ = (¢)>n~ et donc :

ordﬁq? >1+ N+ k&N .
Comme deg, ¢ < N, on en déduit que :
ord£7 > kN ;

on obtient une contradiction, car 7 ne dépend pas de N.
Pour tout o € N on pose :

o
fg = %—‘ (QQ‘Z)ﬁ - nglﬁg .

On a I'égalité : -
(i + )T ats, = (@D — |a|DiQ - QG1,) T,

puisque :

-1

a
al

o lo|
QDifg =Q (Ci—, (Qg-l_l"(I) v+ Ci—! (D*q) GL? + |af ©

(D:Q) (D%g) 7)

-Q (Q'Q'DJ%g + ol Qe (D;Q) T%’g>

al

Qlal
al

_0 (Q'Ql (D=Hlig) 7 +

al

le| -1
020)6,7 +1al - (0:0) (2207 )

la|—
-Q (Q'g'wi + 1) Rass, + QG Ry + Iof O D.Q) T’ig)

al

= (ai + 1)fg+li + QGlifﬁ—l_ ‘Q' (DZQ) f& ’
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et donc :
ord£fQ > ordgfg_li -1> ord£f0 —|af

> ord; (7 — (¢7)<n) —la| > 1+ N + &N —|q
>1+N+|a(t—-1).

On obtient le résultat cherché grace au lemme suivant :

Lemme 5.7. Soient Q et t comme dans la proposition précédente. Alors, pour tout o € N¢,
on a :

QIQIT{’g € Klz]*

et :
deg, (Q@}_%g) < deggﬁ + lal(t—1) .

Démonstration. On pose ﬁg = Q|Q|ﬁg. Par hypothese on a ﬁg = ﬁg - Pec K[z]*. On

conclut en raisonnant par récurrence car :

Ha
(ei + 1)ﬁg+li = Aiﬁg = (Di - Gli) Q'g_
(DiH)Q - |o| (D:@) Ho — Q1 Ho

Qlel+1

11 s’ensuit que :

degﬁﬁQ < degﬁﬁg_li +(t-1)< degﬁl_J> +a|(t—1).

IV. Inversibilité de la matrice R<%>.

L’objet de cette section est le développement du deuxiéme point de (5.4). On remarque que
dans le cas d’un module différentiel irréductible 'existence d’une matrice inversible de la forme
R<%> ne nécessite pas d’hypothese sur le vecteur P et elle se vérifie de facon élémentaire().

Théoréme 5.8. Soit 7 (z) = (yo(z),... ,y“_l(g))t € K[z]* un vecteur solution de A;Y =0,
pour tout i =1,...,d, tel que yo(),...,yu—1(x) sont linéairement indépendants sur K (z).

4) Soient Z€GI(u,G) une matrice inversible & coefficients dans une extension différentielle G de F, telle que :
D; Z4tG;Z=0 , pour tout i=1,...,d,

et ﬁ:t(Po,...,Pu_l)EK[g]”. Alors la matrice *Z7! est telle que (D,——G,—)(tzfl)zﬂ, pour tout i=1,...,d, et :

-

Ro='2"'1D2(*2P)

On veut montrer que, si le module différentiel (M,V) est irréductible, la matrice (R'g)|g|5u_1 a rang maximal g pour

tout ﬁEK[Q]”. En effet, s'il existe P tel que la matrice (ﬁg)IQISM—l n’a pas rang maximal, il en est de méme de la
matrice wronskienne . .

‘Ro2=%D2('PZ) .
Alors les entrées du vecteur * PZ€GH sont linéairement dépendantes sur les corps des constantes C de G (cf. Appendice
B) : il existe donc un vecteur de solutions Z du systeme (Di+tGi)i:1,___,d 3 coefficients dans G tel que tPZ=0. On en

déduit que le module différentiel dual de (M,V) (et donc (M,V)) est réductible (cf. [6, VIII, 2.6]).
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11 existe une constante C(A), ne dépendant que de A;, i =1,...,d, telle que si

Py
P=| : |ek~ {0}
P,

p—1

a la propriété suivante :

P, P

Yi Y

(5.8.1) ord, det ( ) > degﬁﬁ(g) +C(A) ,Vi,j=0,...,u—1,

alors la matrice (T—E)a a rang maximal p.

_) laf<p—1
Remarque 5.9. On observe que, si on choisit g et P comme dans (5.6), pour N assez grand,
ona:

kN > C(A)

et donc la condition (5.8.1) est satisfaite, car :

ord, det (Pi Pj) = ord, det ((qyi)>N (qyj)>N) >1+ N+ kN .

Yi Yj Yi Yj

Pour terminer la démonstration de (4.1) il suffit, alors, de déterminer un polynéme ¢ convenable
et d’estimer les matrices G,.

On a d’abord besoin d’une définition :

Définition 5.10. On appelle degré total de 2 € K (z) I'entier positif ou nul :

deg % = deg, p(z) + deg, q(z) .

Le lemme suivant est une version dans le cas de plusieurs variables d’un lemme de

Schidlovsky :

Lemme 5.11. Soit G/K(z) une extension de corps et soit V. C G un K-espace vectoriel de
dimension finie. Alors le degré total des éléments de K(x) qu’on peut écrire comme quotient
de deux éléments de V' est borné.

Démonstration. Soit V le K (z)-espace vectoriel engendré par V. On considére une K-base

(Mm,---,n) de V, telle que (n1,...,m), pour I < t, est une K(z)-base de V. Alors il existe
Appji € K(z),pourj=1,...,t—leti=1,...,1, tels que :

l
(5111) M+ = ZAH_]',,'T],' 3 V] = 1,. .. ,t -1

=1

Soit h € K(z) tel que h =¢&/n, avec é,n eV etn#0. Ona:

t t
E=hn=h) vm=Y wm,
=1

=1
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pour des v;,w; € K convenables. Grace a (5.11.1), pour tout ¢ = 1,...,[, on obtient :
t—1 t—1
hlvi+ > A | =wi+ > Angjiwng .
j=1 j=1
Comme on a supposé n # 0, il existe t = 1,...,1 tel que v; + E;;ll Ai4j,ivi+j # 0; on en déduit
que le degré total de h est borné, pour tout h € K(z) que 'on peut écrire comme quotient de
deux éléments de V, par une constante dépendant seulement des A;; ;. |

Démonstration du théoréme (5.8). Soit G une extension différentielle de K (z), telle qu’il
existe une matrice Z € Gl(u,G) solution de D;Z + 'G;Z = 0, pour tout i = 1,...,d, et soit
C le corps des constantes de G par rapport aux dérivations (D1,...,D4). On remarque que
tZ~1 est une solution du systéme différentiel A;Y = 0, pour tout s =1,...,d.

On considére 'application :

&  gr — G
TO p—1
Tu—l i—0

La matrice de ® dans la base de G* associée & la matrice Z est donnée par
w = (’wo, PN ,w“_l) = tﬁZ

et par définition de I_%)Q ona :

|~

gw)

12

(5.11.2) ‘(Ra) e 2= <t -

Etant donné que la matrice de droite est, & multiplication par une matrice diagonale pres,

une matrice wronskienne, la matrice (T{)a n’a pas rang maximal y si et seulement si

_) lal<p—1
W, - - ., Wy—1 sont linéairement dépendants sur C (cf. Appendice B); de plus on a :

p—1

v = rang (TB)Q) al<pt = dim¢g ; Cw; .

Soit (@, . - ., @,_1) une base de Y 1" Cw; telle que
(wo w1 ... wy_1)M=(wy w1 ... Wy_1 0 ... 0), avec M € Gl(u,C).

La matrice ZM est encore une solution de 'operateur différentiel D; + G; et, donc, on peut
utiliser ZM au lieu de Z dans (5.11.2). Pour simplifier les notations on écrira Z pour ZM,;
on obtient :

t (T% ) z— (LD, LD%w 1 pa~ 0 0
= 7L 0 P a1k} Wy —1 .
%/ lal<u-1 (Q' & & )IQISM—I

Soit R<0> = (1_%70, }_%71, . ,ﬁ7 ) une sous-matrice carrée de (I_%)a . On introduit

—u-1 _) la|<p—1
les notations suivantes :

R Ry Z Zig
R<O> _ 17 17 stz — 7S s\
Ryy Rpy Zps Zpg
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onl=J=S5={0,1,...,.v—1}et I' =J =85 ={v,...,u — 1}. Quitte & changer ’ordre
de Vor Yy s et de Py,...,P,_1, on peut supposer que la matrice R;; a rang maximal. De

(ZJS ZJS’) (RIJ Ryy ) _ (A)
Zps Zys ) \Rry Ry 0/’

avec A matrice v X u, et donc :

plus on a :

ZysRrg+Zp9Rpyg=0.

Soit B = Ry yR;;. Comme R<®> € M,x, (K (z)), B € M,_,, (K(z)). Puisque R<°> ne
change pas si on remplace Z par ZM, il en est de méme de B. Etant donné que Z est une
matrice inversible et que

(ZJ’S ZJISI):ZJISI(_B IN_V) 3
la matrice Zj:g/ est inversible et on obtient :
B=-2,%255 .

Les coefficients de la matrice B peuvent s’écrire sous la forme £/7, ou £ et 1 sont des éléments
du K-espace vectoriel des polyndémes de degré au plus u — v & coefficients dans K en les
entrées de la matrice Z. D’apres le lemme précédent, le degré total des éléments de la matrice
B est borné par une constante ne dépendant que de (Ay,...,Aq), puisque M est une matrice
a coeflicients dans le corps des constantes C.

On considére maintenant les deux matrices :

Yu-1 0 0 0
vy —Y% O 0
Ql = Y2 0 Y - 0 S MVXV(KHQ]])
Yp-1 0 0 - —wo
et
0 0 —wo
Q=] " | €My o(K[2])
0 --- 0 0 XH
0 0 0
et on pose :

T (@ @) () =@ ()R
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Soit (bg, . ..,b,—1) la derniére ligne de B. On a :

det (TR;}) = det (Q1 + Q2B)

Yu—-1 —Yobo —yob1 —yob2 -+ —Yoby-1
Y1 —Yo 0 e 0
= det Y2 0 —Yo - 0
Yv—1 0 0 - —%
Yu—1 — Yobo —y1b1 —--- —yp_1by_1 0 o --- 0
Y1 4% 0 - 0
= det Y2 0 -y -~ 0
Yv-1 0 0 - —wo
= (—yo)u_l (yu—l —Yobo —y1b1 — - —yu_1by_1) .
On remarque que det (TRI_JI) # 0, car par hypothese yo,...,y,—1 sont linéairement indépen-

dants sur K(z). On va trouver une contradiction en déterminant des bornes inférieure et
supérieure de ord, det (TRI_JI).

Etant donné que le degré total des éléments de la matrice B est borné par une constante ne
dépendant que de Ay, ..., Aq, on obtient 'existence d’une constante C7, dépendant du systeme
différentiel et indépendant de T’), telle que

ord, det (TRI_JI) <(Ci.
Maintenant, on va chercher une borne inférieure. Soient

ﬁg =1 (Rg’o,Rg’Q, ...yRau—1) , pour tout o € N¢,

de facon que :

R<0> = (R'Y’J) . 9 7
—i 1,j€{0,1,...,u—1}

et :
_ (R
Gy, = (Gi»f)i,je{o,l,...,u—1}2 :
Les éléments de la premiere ligne de T" sont de la forme

det (y”_l Rl&’“_l

Yo R o ) , pour s=0,...,v -1,

et ceux de la i-iéme ligne, pour i = 1,...,v — 1:

det vi Rl*’i , pour s =0,...,v— 1.
Yo By 0
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D’apres les relations de récurrence qui lient les vecteurs ﬁa on obtient :

¥i Rai ) _ ( 26 zyl Ra,i ) ( Yi DpRay )
Dy, det 2 = det + det 2
" (?Jj Ry i YuGh iy Ry Yj DnRa;

Zl lyl Ry,i ) (yl Zl Gtha l ) ( R +1, 4
= det ( ' =’ + det L= + (ap + 1) det QT 1pyt
> Gyt Rayj yj 21 GlRay ( ) Yi Rati,,;

_ Ry, Ry i Yi Rot1, .
ZG det( )—i—ZG det( R l>+(ah—|—1)det<yj R h.>,

a, a+l,.j

d’ol, par récurrence sur ||, on déduit que :

. i R i
~ inf ord, det vi atdn?
z,]:O,...,M—l - y] Q‘I’lh’j

. . vi b
> _
> (la] +1) h:lir}.ft.,d( 1,0rd,Gy,) + i,j:()lir.l.f.‘,u—l ord, det (yj P, )

et enfin que :

v—1
ord, det T > (Z Izil) pinf (=LordsGy ) +v,  inf  ordgdet (3; 1132) '
2 =

D’apres (5.7), on a :

ordy det Ry ; < deg, (numérateur de det Ry, )
v—1
<D deg, H
=0

v—1
<vdeg, P+ (t-1))_ ||
i=0
< Vdeggﬁ +(t-Dv(p-1).
On en déduit que :

ord, det (TRl_lJ) > ord, det (T') — ord, det (R, )

(Z [, ‘) _nf (~1ordeCy, )+ (i,jzg,r.lf,u—lord det (yj llj;)
~deg, P~ (t—1)(u 1))
(mf ord, det ( Pi) —de ﬁ) +C

yi Pj B2 v

2¥)

ou C5 est une constante ne dépendant que de Aq,...,Ay. Alors il suffit de choisir une constante
C(A) assez grande pour obtenir une contradiction. [ |
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V. Construction des approximants de Hermite-Padé de 7.

Notations 5.12. Pour ¢ =) ¢o2* € K[z] on pose :
h(g,v) = suplog™ |9alo , Vv € XpUIg
o

et

ho)= 3 higw).

’UEEfUEcO

Pour ¥ = > aend ?ggﬁ € K[z]* on pose :

E(n,v) = sup log+|7g|v , VveXsUXy,

la|<n
oll |7 ,|» est le maximum des valeurs absolues v-adiques des entrées de 7/ .
On a la proposition suivante :

Proposition 5.13. Pour 7 € (0,1) fixé, pour tout N € N assez grand et pour toute constante

1/d

]__

n<( T+1) ~1,
1

il existe g € K[z] tel qu’on ait :

(5.13.1) deg, g < N,
(5.13.2) ordg (¢7)sy > 1+ N+ 6N
et

(5.13.3) h(q) < const + dlog N + Z R(N +&N,v) | ,

T
’UEZfUEoo

De plus, si on pose P = @Y )en =97V — (q7)>N, alors, pour N assez grand, P est non nul
et (5.8.1) est vérifiée. B

Démonstration. On cherche g € K|z] tel que les conditions (5.13.1) et (5.13.2) sont vérifiées.
Soient
=) qur%et T= ) Toz2;
la|<N aeNd

alors

V=Y | D v,

a€Nd | B+r=a
- BI<N

La condition (5.13.2) se traduit par le systéme linéaire suivant :

(5.13.4)

Btr=a
IBI<N

{ Z qéﬁlzo,pourtout la] =N+1,...,N +kN.
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On va vérifier que, pour N assez grand, (5.13.4) admet une solution non-triviale. On note I
le nombre d’inconnues et E le nombre d’équations. En appliquant la formule :

<n+1):< n >+(n—1)+-“+(7‘—1> Vnsr-1>0,
T r—1 r—1 r—1

ona: NARN v
K
d—1+k d—1+k
E‘“(Z ( d—1 >_Z( d—1 ))
k=0 k=0
B d+N+&N\ (d+N
— d d
14+k) -1
= N%N ¢ 1 (termes de degré inférieur en N) ,
et : N
d—1+k N +d Nd
I:kzzo( d——; ):( c—ll_ ):ﬁ—I—(termesdedegréinférieurenN).

Le systeme a une solution non-triviale si la condition I > E est vérifiée, donc, pour N assez
grand, sion a:

1+k)¥-1 1-7
T TR

1/d
]__

n<( T+1) _1.
1

D’apreés le lemme de Siegel on peut trouver une solution non nulle de (5.13.4) telle que :

I

ou de fagon équivalente :

E ~
h(q) < const + T % log(const) + log I + EE;E h (N + kN, v)
VEXFUZ oo

Pour N >>0:
FE 1-7
— < .
I-F— 71

En résumant, on a l'estimation suivante :

1- ~
h(q) < const + -7 log(const) + log I + g h(N + &N, v)
T ’UEEfUEOo

< const + dlog N + Z Rh(N +&N,v) | ,

’UEEfUEoo

T

ou la constante dépend de 7 et de d.
La derniere affirmation de (5.13) est démontrée dans (5.9). [

VI. Premiére partie des estimations.

agz>
Notations 5.14. Pour tout v € X et tout % € K(z), on définie la norme suivante :
B B

Zg aqrs SUP,, [aq/v

d8 bégé - supé\béh, )

v,Gauss
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On rappelle qu’on a supposé par hypothése que

(%) = limsup 1 Z h(n,v) | < 400

n
n—++00 ’UEEfUEoo

et qu’on veut démontrer que

1
o(M) = limsup — Zh(M,n,v) < o0,

n
n——+o0 vES;

avec :
h(M,n,v) = sup log™ ‘G’g‘

gENd
lal<n

v,Gauss ’

On va introduire les notations :

y= Z 7ggﬁ, avec 7g€ K*

a€Nd

1
= limsup — sup lo ‘
o7 (¥) = limsup - ZQENI; g
|oz|<n

1
0o (¥) = limsup — Z sup log* ‘
n—+oo 1 vED,, 2N
R |la|<n

Dans la suite on notera g un polgn()me construit selon la proposition (5.13). On remarque

que, pour un tel choix de g et pour P = (q?)s N, la formule (5.4.1) est vraie et les hypothéses
de (5.6) et (5.8) sont vérifiées.

Proposition 5.15. Dans les notations introduites on a :

M) <o4(7) ( +(t—1)>+Q,

oll Kk est une constante positive telle que :
1/d
1—
K < ( u + 1> -1
I

_1 -1
Q = lim sup - Z h(gq,v) Z log ‘Q(&)Zf:o |li|A(§) ,

n—+oco T veSs veSs X,v

et

avec Yy, -,y € N¢, tels que |L| <p—1pourtouti=0,...,u—1.

Démonstration. On fixe N,n >> 0 tels que :

t
(5.15.1) N > ;(n—i—u— 1) > —
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D’apres (5.6), pour tout o € N? tel que o] <n+p—1,0ona:
(5.15.2) (— (D2q) 7) = R,Qel .
<N+lal(t-1)

De plus, d’apres le choix fait pour ﬁ, il existe une matrice inversible

R<0> _ ﬁl ’R)l "“’ﬁl ), avec |10\,|11|,...,|1 _1| <p-1,
0 1 pn—1 12
qui vérifie la formule (5.4.1) :
1Bl
G, = (== ple—B8) p<p> (R<°>) L
S i (a=pr
On en déduit que :
D8
= : p<0> <0> |~
2lv,Gauss = 2213 (a _ ﬂ)! ﬁl,—"’ﬂ ‘a'd-] R |U,Gauss |detR
i=0,...p—1 1 v,Gauss
<0> -1
= <ﬂ<|illlfu—1 ‘ﬁé v,Gauss) |ad‘]R ‘v Gauss A|UaGauss ’

ol on a posé A(z) = det R<°>(z).
Etant donné notre choix de N et n et (5.15.2), pour tout || <n+pu—1lona:

‘ﬁ v.Gauss ;,lGé('wss LE,|Gauss lalv, causs (7)5N+|§|(t—1) v.Gauss
< |q|U,Gauss (7)SN+|E|(t—1) v.Gauss
d’ou :
lz?fnlog+ |Ga |U Causs = <h(N 4 (n+p—1)(t—1),0)

+ (1 = DA (N + (4 = 1)(¢ = 1), 0) + ph(g, v) +log| A, ¢

Par définition de @, on a |Q)| <1 et, d’apres (5.7), Qlﬁlﬁﬂ € K[z]*. Si on pose :

v,Gauss

Az) = QW/R, NQME, Ao 7 Q%R
= QX5 M)A ()

ufl

on obtient ‘K(ﬁ)‘v,Gauss < |A(2Z)],, Gausss BVeC A(z) € K|[z], et donc :

sup log* |Ga ‘U Canss < <h(N+(n+p—1)(t-1),0)+
|a|<n

(5= VAN + (i — 1)(t — 1),v) + ph(g, v) +log |&|

v,Gauss

v,Gauss

v,Gauss °
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Etant donnée la condition (5.15.1), on fixe un nombre entier positif k et une suite ¢, € (0,1)
tels que :

s e—1)
(5.15.3) N t" ke,

n Kk n
On obtient :

o(M)= limsup1 Z sup log* |G (z) |U Gauss

n—+oo T

vEXy la|<n
< os(7)limaup (N+(n+ﬂn_1)(t_1)+(M_1)N+(# nl)(t—1)) q

<or(@) (L 4@-1+@-D1)+0
< oY) ( +(t—1)>+Q,

ou

Q = lim sup - Z h(g,v)
n—+oo ueEf Uezf

—) v,Gauss

VII. Conclusion de la démonstration.
On a le lemme suivant :
Lemme 5.16.
pto o 1%
Q<00 (V)= + limsup —h(q) .

K n—+oo T

Démonstration. Soient £ = ({1,...,£4) des racines de 'unité telles que :

A(§) #0#Q(6) -

Etant donné que |[A(€)]y < [A(z)|v,Gauss Pour tout v € Ef, par la Formule du Produit on a :

> 10g|A@)], gaues < O g [AE) < Y log|A()

vEXy vET v€EX

On rappelle que
Z@):det(@l"lﬁ% Qu'E, - Qll“’llﬁlu_)

et que pour tout n < g — 1, d’apres le choix fait pour n, la formule (5.6.3) est valable. De plus

: |_l
CLorgT-Y [ X @) ( q> Vs | 2

-1 a€eNd \ B+y+é=a

=D DR (7::7)% Y5 | z*

a€Nd \ B+y+i=a



§o. Demonstration du theoreme (4.1)

ou on a utilisé la notation suivante :

pour tout P € K[z] et pour tout o € N?, P, est le coefficient de z% dans P.

On en déduit que Qllz"(é)l_%)v_ (€) est une somme de termes de la forme :

7,
(Q'lil)é (—z’y _> qli—i—l?géé-l-r{-é )
L3

avec :
| <p—-1Vi=1,....4d

8] < deg, Q"7 ,
<N, Iy+yl <N,
0] <N+ (p—1)(t—-1).

Pour tout v € X, on obtient :

| deg, Q“"'+d\ (N+d\ (N+(p—-1)(t—1)+d
xR, 0| < (=0T T (Y I)( )
amtrr (s (3)) (o 9a) ()
|%|Z<lf§z Y la|<N+(p-1)(t-1) la|<N
avec :
a= sup (@)l -

|B|<deg, Q -

On remarque que, pour N assez grand, il existe deux constantes cs et c3 telles que :

d
o (1) <(,2,) <evtes
127, \J; p—1

lvI<N

(degiQ“_l + d) (N + d) (N +(p-D(E-1)+ d) < eaN? .

et

d d d

Si on pose :
-1
¢y = caczsup(l, e )* 7

on obtient ’estimation suivante :

‘Q'li'(é)ﬁli(ﬁ)‘v < ¢, N4k ( sup |7glu) ( sup IqQIv) :

la|<N+(p—1)(t-1) lal<N
On a enfin :
I n
[A(9)], < pleh Nk sup Talo | | sup laals
|a|<N+(p—1)(t-1) la|<N
et donc :

Z log |Z(§)|v < const +du(p + 1)(#X o) log N+
VEX o

pY R(gu)+p Y h(N+(p—1)(E—1),v) .

’UEEOO ’Uezoo
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On rappelle que, d’apreés (5.15.3), on a les limites suivantes :

. N t
lim — = —
n—+oo N K

et :
log N
lim

n—-+o0o n

=0,

d’out on peut conclure, car :

lim sup — Z h(q7 Z IOg ‘Z(§)|;t}’auss

n
n—+oo vEXy vEXy

< hmsup— Z h(q,v Z log|Z(§)|U

n—+o0 n ’UEEf VEYX o
< hmsup — Z h(g,v) + const + du(p + 1)(#X ) log N + 1 Z h
n—++oo veEXy VEX o

> RN A (1) - 1),11))

VEX oo
< lim sup il Z h(g,v) + £ Z R(N 4 (g —1)(t—1),v)
notoo \ M ey Usu n €300

< “h(g) + o) -

5.17. Conclusion de la démonstration de (4.1). D’apres (5.13.3), on a :

lim sup Eh(q) < lim sup B const + — | dlog N + Z R(N + kN, v)
n—+oo T n—+oo N VEE ;UL o0
1-— log N ~
< lim sup T du iR Z h(N + kN,v)
n—too T n n VETFUS 0o
1-
< uo (7) hmsup (N 4+ kN)
n—) o0
1-—71
< po () (— +t>
T K
1—71 1
< (1 + —) (V)
T K

d’ou on déduit :

o (00) £ 07(3) (2 + (¢~ 1) + 00 (7) 2

K

ga(7)<“t (1+ 1) —pt—l—(t—l)) .

T

1
ut <1+ —)
K



Appendice A. hhegularite des modules diterentiels de type G

La constante 1 + % est minimale pour x maximal, donc on choisit

1 1 1 (—1_T + 1) e 1— 7 i/d
—(1+—):_ L= 1“ ) ( +1>
T K r 1) 3 T(1—17) 1

p
1-7 i=1,...,d
7

dp  [1-7 p+11 1
1) = = .
e () e (0 )

1 1 . e
-+ {=7 a un minimum pour

-1
T=|(1+ B ;
p+1
pour cette valeur de 7 on obtient :
2
11 1 1 . >
u+ 1. _ (14 n+ < 4.95 pour,u_2-
g T 1l—7 V u 59 pourp=1

o(Y) (4.95dut — ut + (t — 1)) pour p > 2

IN

La fonction “TH

Enfin on a:

o(M) <

() (5.9dt — 1)) pour y =1 -

Appendice A. Régularité des modules différentiels de type G.

Définition A.1. Dans les notations introduites dans (2.2), on dit que (M,V) a reduction
nilpotente modulo v € ¥g, avec v|p, si 'une des conditions équivalentes suivantes est verifiée :
1) il existe un entier positif n tel que, pour tout w € N¢, tel que |w| = n, |Gpy|x,0 < 1;
1/(p—1
2) Ry(M) > [pls/ "7
On dit que (M,V) est nilpotent presque partout si 'ensemble des p € SpecZ, tels qu’il

existe v|p pour lequel (M, V) a reduction nilpotente modulo v € Xg, est de densité de Dirichlet
1.

Remarque A.2. Soit (M, V) un F/K-module différentiel de type G. On sait ([6] et [5, 4.1])
que les conditions de Bombieri et de Galockin sont équivalentes; il s’ensuit que I’ensemble

T={pe€Z|Ivp Rxy(M) < |p\,£/(p_1)} a densité de Dirichlet 1, car :

1 C1/(p [Ky : Q] logp log p
> 1/(p 1) — 7p = .
0> D log gty = 2 Loslel. 2 G 1 2p1

pET PET pET peT
v|p v|p v|p

On en déduit que les modules différentiels de type G sont nilpotents presque partout.

On a la généralisation suivante du théoreme de Katz [8, 13.0], [7, III, Remark 6.3] :
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Théoréme A.3. Soit (M,V) un F/K-module différentiel :

i) Si (M, V) a reduction nilpotente modulo v € ¥.g pour un ensemble infini de v € Xg, alors
les singularités de (M, V) sont réguliéres.

ii) Si (M, V) est nilpotent presque partout, les exposants (M, V) en chaque diviseur sont dans
Qz.

Démonstration. Quitte a restreindre X, on peut supposer qu’il existe un diviseur Z de X de
codimension pure 1 et un module & connexion integrable (M, V) sur X \ Z, tel que (M, V) est
la fibre de (M, V) au point générique de X. Soit L une extension finie de K; par changement
de base on obtient un module différentiel (M, V) défini sur X \ Zy. Si (M, V) satisfait
aux hypothéses de i) et ii) il en est de méme de la fibre au point générique (M ®x L, V) de
(M, V). De plus, (M,V) a une singularité réguliére en Z si et seulement si (M ®x L,V) a
une singularité réguliere en Zy,.

Soit 2 : C — X une courbe lisse sur L, telle que C N Z; = P. Le module différentiel
(:*Mp,2*V) satisfait aux hypotheses de i) et ii) sur la courbe C : d’apres [8, 13.0] et [7, III,
Remark 6.3] la fibre au point générique de (2*My,1*V) est singuliere réguliére en P et ses
exposants sont dans Q/Z. Puisque cela est vrai pour toute extension L et toute courbe C' de
X1, on peut conclure grace a [3, Th. 5.7 et 6.4.3]. |

Appendice B. Lemme du Wronskien a plusieurs variables.

Soit A un anneau commutatif intégre muni des dérivations Dy,..., D4. On suppose que
Panneau C des constantes de A par rapport & Dq,...,Dg :

C={c€eA: Di(c)=0pourtouti=1,...,d}

est un corps.
La proposition qu’on va énoncer est une généralisation & plusieurs variables du lemme du
Wronskien :

Proposition B.1. Soient uy,...,u,—1 des éléments de A; la dimension de I’espace vectoriel
engendré sur C' par uy, ..., u,—1 est égale au rang de la matrice :
— (DY a
Wa(ug, ..., uu—1) = (D%*uo D%up—1)i4<p-1 -
. . . . -1
Démonstration. Soit r = dimg Zf:o Cu;. On peut supposer que ug,...,ur_1 €St une
-1 , , e a
base de 2;0 Cu;; étant donné que u,,...,u,—1 et leurs dérivées peuvent étre écrits comme
combinaison linéaire & coefficients dans C' de u1,...,u,_1, on obtient :
p—1
rangWy(uo, ..., uu—1) < dime E Cu; .
i=0
Démontrons I'inégalité inverse. Quitte & changer ’ordre des ug, ..., u,_1, on peut supposer
) )y Wy )
que :
o o
r =rangWq(uo, ..., up—1) = rang(D%ug -+ D%up_1)41<p1 -
Il suffit de montrer que u, peut s’écrire comme combinaison linéaire a coeflicients dans C' de
Ug, .- -, Ur—1. Sous les hypotheses faites, il existe un vecteur *(ao,...,ar—1) € A" tel que :
ao
o o : — 123

(B'l'l) (Q_uﬂa ce 7Q_ur—1)|g|§,u—1 : - (Q ur)|g|§ﬂ_1 .

Ar—1
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Pour tout i =1,...,don a:
ao
1 1
(Qg+_,u0’ cee ’Qg+_zur—1)|2|§u—1
Qp_
(B.1.2) -
D,-ao
. . +1,
+ (D%uy, - - ., D*up_1 ) ja|<p—1 : = (D*ur) <
Diar—l

Si on consideére la sous-matrice de (B.1.2) obtenue en retirant les lignes indexées par les a tels
que |a| = p — 1, on déduit de (B.1.1) que :

Diao
(QQU’O"" aQQur—1)|g|</.t—1 =0
Dia’r—l
et donc *(D;ay,-..,D;a,_1) =0, pour tout s =1,...,d. [ |
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