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Résumé. — On expose ici les outils élémentaires de la classification locale
(formelle et analytique) des équations aux g-différences linéaires complexes.
Les résultats sont donnés dans trois types de situation : modules sur un corps
aux différences (K, 0); modules aux g¢-différences formels (i.e. sur C((2)));
modules aux g¢-différences analytiques (i.e. sur C({z})). Dans ce dernier cas
nous distinguerons le cas |g| # 1 (mais nous travaillerons plutét sous 'hypo-
theses |g| > 1) et |g| = 1. Le théorémel[5.9|permet d’améliorer [DV09] Theorem
3.14], en éliminant certaines hypothéses diophantiennes (voir corollaire [5.13)).
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1. En guise de motivation : quelques exemples historiques
élémentaires

Ce chapitre a un réle introductif, presque culturel : il sert essentiellement
a motiver le cours. En filigrane, la comparaison avec la théorie “classique” des
équations différentielles linéaires analytiques sur C devrait servir de fil d’Ariane
et le probléme des petits diviseurs, qui surgit pour |¢| = 1, devrait étre un
apercu de notre but final. On peut utilement compléter cette introduction par
la lecture de larticle de survol [DVRSZ03].

Remarque 1.1. — Nous sous-entendrons toujours que q n’est pas une racine
de Uunité, sauf si le contraire est explicitement supposé.

Nous ferons appel aux notations standard du “g-calcul”. En particulier, nous
utiliserons les symboles de Pochhammer :

(a:q)n =[] (1—aq"),

0<i<n
(a5 @)oo = [[(1 - ag).
i>0
La premiére formule est définie pour n € N et a, ¢ € C, mais nous supposerons
toujours que q € C*. En fait, nous supposerons presque toujours que ¢ n’est
pas non plus racine de 'unité ; et nous distinguerons fréquemment le cas |¢| = 1
du cas |g| # 1. On a la relation de récurrence :

(a;q)n = (1 — a)(aq; q)n-1-

Cette relation permet d’étendre la définition de (a;q), & tout n € Z (avec,
bien entendu, des conditions supplémentaires sur a et ¢). On vérifie alors dans
tous les cas I'égalité :
v (@59)
(500 = Cag g)on
Le produit infini (a;¢)s ne converge dans C que si @ = 0 ou |¢| < 1. (Cepen-
dant, considéré comme série formelle en g, il est défini inconditionnellement.)

Ezercice 1.2. — Donner wune expression ezplicite de (a;q)n
lorsque n < 0.

1. Voir aussi le chapitre “Combinatoire avancée” (sic) du livre de L3 dirigé par Jean-Pierre
Ramis et André Warusfel, & paraitre chez De Boeck cette rentrée. (Ce chapitre a été commis
par le deuxiéme auteur.)
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Ezxercice 1.3. — Déterminer récursivement les coefficients de la
série formelle (a;q)s € C[[q]].
Indication : en dérivant logarithmiquement, on se rameéne & une “sé-

a n
rie de Lambert” " Lﬂ dont le développement en série formelle
a
s’exprime sans peine.

1-—

1.1. Exemples réguliers et fuchsiens. —

1.1.1. Le g-calcul d’Euler et le “paramétre supplémentaire”. — Soit p(n) le
nombre de partitions de l'entier n € N (voir par exemple [HW88|, chap XIX]).
En 1748, Euler a déterminé la série génératrice de ces nombres :

> p(n)g" = L .

n>0 (Q;Q)oo (l—q)...(l_qn),”'

Cette série entiére en g a pour rayon de convergence 1 et admet le cercle unité
pour frontiére naturelle. Euler a démontré de nombreuses formules extraordi-
naires, dont celle-ci :

n qn B qn
P Yy P MY e (O

n>0 n>0 (@ @)n n>0

Pour cette derniére, il a inventé la ruse fondamentale, U'introduction d’un pa-
ramétre supplémentaire ; on pose :

. 1 _ 1
A N ([ PR (T Fy
Pour ¢ fixé tel que |g| < 1, c’est une fonction analytique de z pour |z| < 1,
telle que f(0) = 1 et vérifiant ’équation aux q-différences :

flgz) = (1 = 2)f(2).

Ces conditions suffisent & déterminer le développement en série entiére f(z) =

> fnz™; en effet, elles se traduisent par les relations :
n>0

fo=1elq" by = fa fast = fu= o = e

2. A ma connaissance, I'usage de la lettre ¢ dans ce genre de calcul remonte & Jacobi. Le
lien avec la lettre ¢ des déformations quantiques est donc di & un heureux hasard! Ce qui
est certain, c’est que le lien établi par Jacobi entre la fonction > p(n)g™ et la théorie des
fonctions elliptiques a eu une influence favorable sur ’avenir du g¢-calcul.
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On a donc, pour |z| < 1:
1 L.
(239)00 25 (@ 0)n

d’ou la formule d’Euler en prenant z := g. Il ne semble pas facile de démontrer
cette formule sans I'introduction du paramétre supplémentaire !

Ezercice 1.4. — On suppose que |q| # 1. Démontrer la formule
valable dans C{z} :
n(n—1)/2
nq n
(s5)oe = (-1

Préciser le rayon de convergence de cette série.

Ezercice 1.5. — La série convergente
Zn
el2) =D
= (@9)n

est un analogue de la série exponentielle dans le sens que eq((1 —

q))z) vérifie l'équation fonctionnelle

\ ylaz) —y(2)

dgy =y, 0t dgy(z) = ———"—
! ! (q—1)z

Montrer que

eq(2)e—1(q7'2) = 1.

1.1.2. Le théoréeme q-binomial de Cauchy (Voir [GR90, chap 1.3]). — Le
théoréme du binéme généralisé de Newton peut étre écrit sous la forme sui-

L-—2)=)_ ((:L)!”z", ot (@)n = [] (a+1i)
n>0 0<i<n

Sa preuve la plus simple consiste a vérifier que les deux membres sont so-

vante :

lutions de ’équation différentielle f' = 1& f. Pour le membre droit, cela
-z

fnt1 _ a+n
fn n+1

découle de la relation de récurrence entre ses coefficients :

(n+ 1) frt1 = (@ +n) fo

En 1843, Cauchy a évalué le “g-analogue” suivant du membre droit (on
suppose |¢| < 1) :

(bq(z) — Z (Q;Q)nzn_
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Pour quelle raison est-ce un g-analogue? Par exemple, parce qu’en posant
a := q“, on vérifie que :

iy @D _ (@

a—1(q;q)n n!

(Naturellement, il faut un peu de soin pour préciser ce que I'on entend ici par

q“, s’agissant de nombres complexes!) On peut donc voir la famille des ¢4(2)
comme une déformation de paramétre ¢ de la fonction (1 — z)~“. La méthode
la plus simple pour évaluer la série ¢, est de convertir la relation de récurrence
entre ses coefficients f,, en une équation fonctionnelle :

fT}H - 11—_ch@(1:1 = (1—qn+1)fn+1 = (1-aq") fn = f(2)—f(qz) = z(f(z)—af(qz)).

(La derniére relation s’obtient en multipliant la précédente par z"! et en
sommant pour n € N.) On a donc I'équation aux g-différences d’ordre 1 :

1—2 1—az
() = ) = T fa)

flaz) =
La deuxiéme forme nous intéresse parce que 'on peut l'itérer :

_ 1—azl—agz1—ag’z

(@)= = o e o )

_1faz

F) = T2 laz) =

1—azl—-agqz

1—2 1—g¢z

On obtient ainsi le théoréme g-binomial de Cauchy :

(az§ Q)oo _ Z (a§ Q>nzn'

L A

Voici une autre explication du statut de g-analogue. L’équation aux g¢-
différences peut s’écrire :

flaz) = f(:) _a—1 1
(¢g—1)z g—11—az

f(2).

Lorsque ¢ — 1, avec bien entendu a := ¢, le membre gauche tend vers f’

e
et le membre droit vers T f- (On ne fait pas bouger f dans cet argument
— 2z

heuristique.) L’équation aux g¢-différences peut donc étre vue comme une g-
déformation de ’équation différentielle.
Ezxercice 1.6. — Sous Uhypothése a = q%, calculer directement

lim (0% @)oo (Pas tres facile!)
q—1 (Z;Q)OO
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1.1.3. Les fonctions hypergéoméiriques basiques de Heine (Voir [GR90, chap
1.2]). — A partir de 1846, Heine a commencé & systématiser I'usage de la ¢-
(a;0)n (@) R s
> , laquelle repose sur le passage a la limite lim =
(a)n 0! g1 q—1
«- Sa principale découverte est une g-déformation de la série hypergéométrique
)n(f
Fla,i7;2) =y 20

™) 'nz” de Gaufs. Heine définit ainsi la série hypergéo-
n>0 \7/)nM:

métrique basique (1’adjectif fait référence a la base q) :

analogie

e s) e S @Dt n y
b 60,7): HZZ;)(C;Q)n(Q;Q)n '

Pour des valeurs génériques de a,b,c € C*, cette série a pour rayon de
convergence 1. Sous Ihypothése a := ¢%, b := ¢%, ¢ := ¢7, ses coefficients
tendent vers ceux de F'(a, f3;7;2) lorsque ¢ — 1. Noter que, lorsque = 7,
resp. lorsque b = ¢, on retrouve la série du bindéme de Newton, resp. la série
g-binomiale de Cauchy.

La série hypergéométrique classique est célébre par suite de son réle cen-
tral dans la théorie des équations différentielles complexes. (Son étude par
Riemann est a lorigine de la correspondance de Riemann-Hilbert.) La série
hypergéométrique basique est solution d’une équation fonctionnelle, que I'on
trouve simplement & partir de la relation de récurrence entre ses coefficients :

f?f - ((11__;%’;)((11_—61%1)) = (1=cq")(1=¢""") far1 = (1—-aq")(1=bg") fx

= (1- (g +1)g" ™ + gq%”)fnﬂ = (1 - (a+b)g" + abg®) fa.

Pour aller plus loin, introduisons la notation :

oqf(2) == flqz).
On trouve alors I’équation aux g-différences d’ordre 2 :

(1= Doy + S02)f = (1= (a+ Doy + aboy?) [ —

(g — abz)aqu — ((g +1)—(a+ b)Z)Uqf +(1—2)f=0.
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Pour voir en quoi cette équation aux g-différences est une g-déformation de
I’équation différentielle hypergéométrique, on procéde ainsi. Notouns :
og—1 z)— J(z
5 1= —2 Popérateur de “g-dérivation” f(z) — f(q)lf()
q— q—
Il s’agit d’une “dérivation tordue”, ce qui signifie que 'on a la forme suivante

de la regle de Leibniz :
6q(fg) = foq(g) + 0q(f)og(9)-

En un sens intuitif, §, dégénére, lorsque ¢ — 1, en 'opérateur de dérivation
d

0= e deéfini par f(z) — zf'(z). Dans I'équation aux g-différences ci-dessus,
z

on peut remplacer o, par 1+ (¢ — 1)d, (ici, 1 désigne simplement 'opérateur

identité f(z) — f(2)). Si Pon fait ensuite I'hypothése a := ¢®, b := ¢®, ¢ := ¢,

puis ¢ — 1 et que 'on remplace d, par d, on obtient une équation différentielle

d’ordre 2. (Il peut y avoir lieu de simplifier par ¢ — 1 avant de passer a la
limite.)

Ezercice 1.7. — Vérifier que c’est bien [’équation différentielle
hypergéométrique satisfaite par F (o, B;7; 2).

1.2. Exemples irréguliers. — Tous les exemples précédents sont fuchsiens
(en ce qui concerne les équations aux ¢-différences, la définition sera donnée au
chapitre @ Nous allons examiner des exemples irréguliers. Pour tout le reste
de ce chapitre, on suppose que |g| > 1.

1.2.1. Les q-analogues de la série d’Fuler. — La série d’Euler f(z) =

3 n!2"*t! a pour rayon de convergence 0. Elle est solution de 1'équation dif-
n>0

férentielle z0f — f = —z (on rappelle que § désigne Popérateur différentiel
1.2.1.1. Premier q-analogue.— C’est le plus simple (le plus grossier) : il

consiste & remplacer J par o4, d’olt 'équation aux g¢-différences :

20y f—f =~z = f=2tzogf <= [ =) (202 = f=> "L
n>0 n>0

3. Une théorie des g-déformations des équations différentielles fuchsiennes et de leur mo-
nodromie est exposée dans [Sau00], ou elle est appliquée aux séries hypergéométriques.

4. Une étude fine des g-déformations de la série d’Euler est exposée dans [DVZ09]. On y
découvre notamment que les cas |g| > 1 et |¢| < 1 ne sont pas symétriques et des conséquences
de ce fait.
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En effet, l'opérateur f — 2z + zo4,f est z-adiquement contractant dans
C[[z]] et admet donc un unique point fixe obtenu par itération; et (zo,)" =
g =1/ zz"aq” en vertu de l’exercice ci-dessous. Dans cet exemple, on a
remplacé n! =1 x --- x n par ¢™"1/2 = ¢1 x ... x ¢" tout simplement parce
que n et ¢" sont les valeurs propres respectives de § et de o, associées au
vecteur propre z".

Ezercice 1.8. — Pour u € C((2)), calculer (uoy)™. (Ce sera plus

facile apres avoir w[3.1])

1.2.1.2. Deuziéme g-analogue.— On remplace § par J,. cela conduit (en re-
gardant comme ci-dessus les valeurs propres) aux g-analogies :

m—1 m—1
n < [n]y = qi, et n! < [n]} = a .
q—1 a q—1
0<k<n
Ezercice 1.9. — Vérifier que l’équation aux q-différences :

200f —f=—=

admet pour unique solution la série formelle :

Z[n];znﬂ.

n>0

Ezercice 1.10. — Démontrer que pour tout ¢ € C* tel que |q| < 1,
la série Zn>0[n];z”+1 converge pour |z| < |q — 1|. (Pour une étude
détaillée de celte série dans le cas |q| < 1, cf. [DVZ09, §1])

1.2.1.8. Ordre q-Gevrey.— Les deux séries précédentes ont des propriétés sem-
blables du point de vue de l’analyse. Rappelons qu’une série divergente
> anz™ est dite d’ordre Gevrey < s ¢'il existe R > 0 tel que 'on ait une rela-
tion de domination a, = O(R"(n!)*). L’ordre g-Gevrey se définit de maniére
analogue en remplacant n! par [n]; Il est facile de voir que [n]'q et ¢"/2 sont
du méme ordre de grandeur (i.e. leurs quotients sont des O(R™)) et donc que
> anz™ est d’ordre g-Gevrey < s ¢'il existe R > 0 tel que a,, = O(R”qS”Q/Q).

Les deux séries ci-dessus sont d’ordre g-Gevrey exact 1.

5. Mais pas de l’arithmétique : voir par exemple [And00al, [And00b, IDVRSZ03,
DV02].
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1.2.1.4. Troisiéme g-analogue.— Nous utiliserons une autre série légérement
plus simple et de méme ordre g-Gevrey que les précédentes, la série de Tsha-

kaloff -
q(z) — z:qn(n—l)/QZn7

n>0
qui est I'unique solution dans C[[z]] de ’équation aux ¢-différences :
zogf — f = —1,

comme on peut s’en convaincre par identification des coeflicients ou bien en
itérant l'opérateur f — 1+zo,f. Il s’agit d’une équation du premier ordre non
homogene, qui donne lieu a une équation homogeéne d’ordre 2 :

qz02f — (L4 2)o,f + f = 0.

Ezercice 1.11. — Calculer (o4 —1)(z04 — 1) et en déduire ’équa-
tion homogéne indiquée.

Ezercice 1.12. — Donner l'ordre q-Gevrey et l’équation fonction-
nelle de la “série de Mordell’{®)| 3" q"QZ”.
n>0
1.2.2. Séries hypergéométriques basiques “confluentes”. — De méme que les

séries hypergéométriques classiques donnent par dégénérescence (spécialisation
des parametres, avec éventuellement “rescaling” de la variable) les séries hyper-
géométriques dites “confluentes”, qui sont solutions d’équations différentielles
irréguliéres, de méme les séries hypergéométriques basiques peuvent dégénérer.
Reprenons les notations sur les séries hypergéométriques basiques (paragraphe
avec ici |¢| > 1, donc en remplacant ¢ par ¢—'. Lorsque ¢ — oo, la série
®(a,b;c; g1, —qcz) dégénére en la série hypergéométrique basique “confluente”

gt n(b; -1 n
¢(a7 ba q, Z) = Z (a’? ,2. (1(; ) qn(n+1)/22n 5 ou a, be C*.
= (ahgDn

De la relation de récurrence entre les coefficients u,, on tire une équation aux
g-différences :

(¢"" = Dtng1 = P(@" = a)(q" = D), = (04 — 1) = ¢*2(04 — a) (04 — b)¢

— (q2z(0q—a)(oq—b)—(aq—l))gb = q220q2d>—(1+(a+b)q2z))qub+(1+abq2z)d) =0.

6. Elle apparait dans un article de Mordell, voir [Zhaal.
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Ezercice 1.13. — On de’ﬁm't :

n2

o) e q 2",
s(a, B34, 2) 7%;)(O[_q)...(o[_g,ﬂ)(,@’—q)-'-(ﬁ—qn)

Démontrer l'équation auz q-différences du second ordre non homo-

gene :
((0g = a)(og = B) = qz04%)s = (1 — a)(1 = B).

En déduire l'équation auz q-différences du troisiéme ordre homogéne
correspondante.

1.3. g-calcul pour |q| = 1. — Les problémes de convergence des g-séries
lorsque ¢ est un nombre complexe de norme 1 de la forme ¢ = exp(2inw), pour
w € [0,1] \ Q, deviennent rapidement trés compliqués. Nous nous limiterons
4 donner quelques résultats qui nous semblent bien élucider les problémes que
nous allons devoir analyser dans la suite et nous allons renvoyer aux références
originales ou & des articles d’exposition.

1.3.1. La série q-exponentielle. — La série g-exponentielle
Z’fl
eq(2) = Z .
=5 (@ @)n

est définie pour tout ¢ complexe, non racine de l'unité. Pour |g| > 1 elle est
entiére, tant dis que pour |¢| < 1 il s’agit d’une fonction analytique en zéro
qui se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout entier, comme nous
lavons déja remarqué au §1.1.1]; en effet nous avons :

1
eq(z) = ———.
T (50
Si |g] = 1 la série e4(2) a un comportement assez chaotique, fonction des

propriétés diophantiennes de w € [0,1] \ Q, tel que ¢ = exp(2inw).

Ezercice 1.14. — Soil ¢ = exp(2inw), avec w € [0,1] ~ Q. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

1. La série eq(z) converge ;

7. Dans son célébre article de 1935, “The final problem : an account of the Mock Theta
Functions” (reproduit, par exemple dans [BRO1]) G. N. Watson (page 330) énumeére sept
“mock theta functions of order three”. Les quatre premiéres sont notées f, @, v, x (d’aprés
Ramanujan, qui les a découvertes) ; les trois autres sont notées w, v, p (d’aprés Watson, qui
les a ajoutées a la liste). Dans [Zhab|, Changgui Zhang utilise la série s(«, 8; ¢, z) pour les
étudier.
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2. liminf |1 — ¢"|"/" > 0;
n—oQ

1/n
Z

3. liminf [nw||;; " > 0, ot l'on a utilisé la notation ||nw|l, =
n—oo

infrez |nw + K.

(Suggestion : pour ’équivalence entre les deux premiéres proposi-
tions, montrer l'identité de Hardy-Littlewood [HLA46]| :

Zn

eq(2) = exp Z nd =g

n>1
pour tout z dans le domaine de convergence de eq(2).)

L’exercice implique en particulier que le rayon de convergence de e, (2) est
au plus 1, pour tout ¢ de norme 1, non racine de I'unité. Nous pouvons étre plus
précis. Considérons le développement en fraction continue de w € [0,1] N Q
(cf. par exemple [Lan95]) :

1
w= ,
. 1
ap
1
az +
as + ...
avec ap,ag,- - € Zsp. On écrit w = [0, ag, a1, as, ..., a,...]. Posons
P-1=q-—2=1
bP—2=4q-1=

et pour tout k >0 :
Pk = QkPk—1 + Pk—2,
qk = kqr—1 + qr—2 -
Le nombre g—: a la propriété suivante :
1
Pk =ag +

qk 1
ay +

as +
2 1

ag+ -+ —
ai

Il s’appelle le n-éme convergent de w. La suite g est strictement croissante et :

Théoréeme 1.15 (cf. [Lan95| 1.§82]). —
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o Pour tout k > 1 on a les inégalités :
1 1 1
< < lgrw — pr| < —.
2Gk41 Qet1 + ar Qr+1

e Pour tout entier n,j tel que 0 < n < qr41, on a
Inw = j| > lgsw — pi| = [laxwllz -
L’étude de la convergence de e,4(z) peut étre précisée ultérieurement.

Définition 1.16. — La fonction de Brjuno de w est définie par (c¢f. par
exemple [Mar00| §4.4])

B(w) _ Z log qr+1 .

k>0 qk

On dit que w est un nombre de Brjuno si B(w) < oo.

Exercice 1.17. — On dit qu’un nombre w € R\Q est diophantien
(d’ordre 5 > 0) sl existe une constante ¢ > 0 telle que |w —p/q| >
c/qHﬁ, pour tout p/q € Q, avec ¢ > 1. Démontrer que

1. siw € [0,1] \ Q est diophantien, eq(z) converge ;
2. les nombre diophantiens sont des nombres de Brjuno ;

3. qu’il existe des nombres de Brujno qui ne sont pas diophan-
1—e
tiens. (Suggestions : choisir un nombre tel que qry1 < cel ).

Nous avons donc le résultat suivant :

Théoréeme 1.18 (Yoccoz lower bound, cf. [Yoc95|, [CMO00, Thm. 2.1],
[Mar00, Thm. 5.1])
St w est un nombre de Briuno la série Zkzo ﬁ converge. De plus le rayon

9:9

w)—Co
s

de convergence de eq(z) est minoré par e B ot Cy > 0 est une constante

universelle (i.e. indépendante de w).

Nous savons, quand-méme, que le sous-ensemble du cercle unité formé des ¢
pour lesquels le rayon de convergence de e4(2) est strictement plus petit que 1
a mesure de Lebesgue 0 et dimension de Hausdorff 0 (¢f. [Mar00, §4.3]). Pour
une présentation détaillée des propriétés de e4(z) nous renvoyons le lecteur a
[Lub98|, ou l'on trouvera une preuve du fait suivant :

Proposition 1.19. — Pour tout r € [0,1] il existe ¢ € C, de norme 1, non
racine de l'unité, tel que eq(z) converge pour |z| < r.
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Ezercice 1.20. — On suppose que eq(z), ¢ = exp(2inw) avec w €
[0,1]\Q, a un rayon de convergence R(q) > 0. Alors R(q) = R(q™ 1)
et eq(z) et e,-1(2) ont une frontiere naturelle sur le cercle |z| = R(q)

(cf. [Lub98, Prop.1.1]).

1.3.2. Une autre série hypergéoméitrique. — Soient A, ¢ € C deux nombres
complexes de norme 1. On suppose que g n’est pas une racine de l'unité et que
A\ & ¢%. La série

ZTL
n%% (A5 @)n
peut avoir un rayon compris entre [0,1], dépendant des propriétés diophan-
tiennes relatives de ¢ et A. On rappelle I'identité suivante qui est un cas par-
ticulier des transformations de Heine (cf. [GR90, App.(I11.3)] et exercice
plus loin) :
qn(n+1)/2 (—z)™

S (1= Neyl2)

=5 (@A @)n S 1-a" (G a)n

Elle relie la convergence de - ﬁ a celle de ey(2) et de D, %.

1.3.8. q-analogue de la série d’Euler et autres exemples hypergéométriques
confluents. — Soient ¢, A € C. Nous considérons la série hypergéométrique
confluente
o (2) =Y (AN q)nz",
n>0
solution de I’équation aux g¢-différences

Pa(2)(1 = 2) =1 = Azpx(gz) -
Pour A = ¢ on obtient, & quelques termes preés, la g-série d’Euler Y- (¢; ¢)n2"
(cf. §1.2). -
Exercice 1.21. — Supposons que N & q%. Démontrer que (cf.
[DLPSO1, (1.14)]) :
1. Si |q] > 1, la série ¢x(z) est divergente; si |q| < 1 elle est
convergente pour |z| < |A\g™1|?.
2. Siq est une racine primitive de 'unité d’ordre v, ¢»(2) est une

fonction rationnelle ayant de poles simples dans l'ensemble des
racines v-émes de (77 — A7Y).

3. Si q est un nombre complexe de norme 1 et |\ # 1, alors
O (2) converge pour |z| < |A|min{1, |\|} et le bord du disque
de convergence est une frontiere naturelle.
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Le cas ol ¢ et A\ sont deux nombres complexes de norme 1, avec ¢ non
racine de 'unité, est trés laborieux. Nous renvoyons le lecteur & la référence
originale [DLPS91]. La preuve est basée sur une version faible du critére
d’équidistribution de Weil (¢f. [DLPS91, Thm.1.1]).

Théoréeme 1.22 (cf. [DLPS91, Thm.1.3]). — Soient ¢, A € C, |\ = |q| =

1, ¢ non racine de 'unité. Alors :
1. la série ¢x(z) converge au moins sur le disque |z| < 1;
2. st A = q alors le rayon de convergence est exactement 1 ;

3. pour un X\ fizé, l'ensemble de q pour lesquels le rayon de convergence est
strictement plus grand que 1 a mesure de Lebesgue 0 ;

De plus on peut prouver que :

Théoréeme 1.23 (cf. [Pet92] Thm.2|). — Soit R € [1,400]. Alors il existe
g, A € C, |A =lq| =1, q non racine de l'unité, tels que ¢x(z) converge pour
|z| < R.

2. Classification des équations de rang 1

Une équation aux ¢-différences analytique linéaire homogéne d’ordre 1 a la
forme :
oof =af,
ou a € C({z})". (On autorise donc les poles.) Pour résoudre ou classifier
de telles équations, on peut étre amené a restreindre le corps a C(z), ou au
contraire I’étendre & C((z)). Commencons donc par une version plus algébrique
du probléme.

Remarque 2.1. — Dans tout ce qui suit, nous exclurons le cas ol ¢ est une
racine de 'unité (et, a la section suivante, celui ou l'automorphisme o est
d’ordre fini) car il se rameéne & de la théorie de Galois classique.

2.1. Sur un corps quelconque. — Soient K un corps commutatif et ¢ un
automorphisme de K (d’ordre infini, ¢f. la remarque ci-dessus). Fixons a € K*
et considérons 1’équation :

of =af.
Si 'on en connait une solution particuliére non triviale fo, il est clair que
I’ensemble des solutions est :

Cfo={ofol¢ €C}, o C=K7:={p e K|op=¢}.
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Le corps C joue ici le role de corps des constantes et nous I’appellerons ainsi.

Il est naturel (pour résoudre ou pour classifier) de faire appel a la transfor-
mation de jauge (changement de fonction inconnue) :
g=uf,ue K",

L’équation de départ est alors équivalente & I’équation :

ou
049 = bg, o b:=a—.
U

Les classes d’équivalence d’équations d’ordre 1 pour cette relation forment donc
le “groupe de Picard” :

ou
Pic(K,0) = K* /Gy, ott Gy i= {7 lue K} .
U
En particulier, on a fait apparaitre une suite exacte :

1 (K°) — K27 K* 5 Pie(K, 0) — 1.

Nous allons préciser (K?)* et Pic(K, o) dans les cas ou K := C((2)),C({z}), C(z)

et 0 := o4. Nous supposerons que ¢ € C* n’est pas une racine de l'unité. Il
s’agit donc dans chaque cas d’étudier le noyau et le conoyau de 'endomor-
phisme A : u — ou/u de K*.

Exercice 2.2. — Traiter le cas ot q est une racine de ['unité.

2.2. Sur le corps C((z)). — Le groupe C((2))* admet la décomposition en
produit direct de trois sous-groupes :

C((2)* = C*.22.U, o U := 1+ 2C[[2]].

L’effet de I’endomorphisme A sur chaque facteur est le suivant : C* est dans
son noyau ; zZ est envoyé injectivement sur ¢Z; A induit un automorphisme de
U, en vertu du calcul suivant :

(1)

oqu

V= —— <= ou=vu<=Vn>1, ¢"up, = voup+- - -+vu0 = Vn >1, u, =

U

oulon a posé u= > upz™ et v= > v,2", up = vy9 = 1. Noter U'intervention
n>0 n>0
de 'hypothése ¢" # 1! On en déduit :

VUp—1 + -+ VpUp

q" —1

(C((2))7)* = C*, Go, =q*.U, Pic(C((2)),04) ~ (C*/q?)xZ = E,xZ o E, := C*/¢”.

8. On verra en effet au qu’il s’agit essentiellement du groupe des classes de modules
aux différences de rang 1.
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Comment comprendre les invariants de 1'équation o4f = af ainsi obtenus?
On écrit a = cztu, avec ¢ € C*, p € Z et u € U. Alors p € Z est la
pente de Iéquation (on la trouvera dans le polygone de Newton); et ¢ := ¢
(mod qz) € C"F/qZ en est Iezposant. (Rappelons que les exposants d’une équa-
tion différentielle sont des complexes définis modulo Z.) La classe d’une équa-
tion aux g-différences d’ordre 1 (formelle) est donc entiérement déterminée par
sa pente et son exposant.

2.2.0.1. Le groupe E;.— Soit 7 € C tel que e?™™ = ¢ (ce n’est donc pas un
rationnel) et soit A, := Z + Z7 (c’est donc un groupe abélien libre de rang 2).
Le morphisme surjectif z — €27 de C sur C* induit I"isomorphisme :

C/A: ~ E,.

En particulier, si 7 ¢ R, c’est-a-dire si |g| # 1, le groupe A, est un réseau et
le groupe E, est celui d’'une courbe elliptique.

2.2.0.2. Formes normales.— 1l s’agit de choisir explicitement un représentant
de chaque classe. Naturellement, le degré u sera représenté par I’équation oy f =
2" f. Quant & l'exposant ¢ € C*/q%, I'usage, sous I'hypothése |q| # 1, est de
I'identifier & son unique représentant dans la couronne fondamentale :

J{zeC 1<z < gl} si gl > 1,
T {zeCr 1> 2] > ql} si gl < 1.

Il n’y a pas, & notre connaissance, de convention particuliére sous 'hypothése
gl = 1.

Ezercice 2.3. — La structure de groupe de E; dépend-elle de q ?
(On suppose que q n’est pas racine de l'unité.)

2.3. Sur le corps C({z}). — Remplacer o4 par o,7! = o,-1 ne change
ni le corps des constantes ni le groupe de Picard : nous supposerons donc
que |g| > 1. L’argumentation de la section précédente est presque inchangée.
Le groupe C({z})" admet la décomposition en produit direct de trois sous-
groupes :
C{z})"=C*22.U, ou U := 1+ 2C{z}.

L’effet de I’endomorphisme A sur chaque facteur est le suivant : C* est dans
son noyau; zZ est envoyé injectivement sur ¢Z; si |¢| > 1 ousi |g| = 1 et
la g-exponentielle e4(z) converge, A induit un automorphisme de U. Pour ce
dernier point, il s’agit seulement de vérifier que, dans le calcul antérieur, u est
analytique (i.e. de rayon de convergence non nul) si v l'est. C’est facile et on
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en laisse le soin au lecteur. Donc, si |g| > 1 ou si |g] = 1 et la g-exponentielle
eq(z) converge, on obtient finalement :

(C({z}))7")* = C*, Go, =q%U, Pic(C({z}),04) ~ (C*/q?) x Z=E, x Z.
Le discours sur les invariants et les formes normales reste inchanggé.

. : , Oql
Ezercice 2.4. — Soit |q| > 1. Résoudre ’équation v = ~— par
U
itération de U'équation au point fize u = o*q_l(vu) et en déduire sa
solution u sous forme de produit infini.

2.4. Sur le corps C(z). — C’est le seul endroit de ce cours ou l'on s’oc-
cupera d’un probléme “global”! On a encore la décomposition de C(z)* en
produit direct de trois sous-groupes :

C(2)" =C*22.U, ou U := {f € C(2)| f(0) = 1}.

[1(1 = z/ai)
[1(1 = 2/b;)’

ottles a;,b; € C*, autrement-dit, elle est entiérement déterminée par le diviseur

Toute fraction rationnelle f telle que f(0) = 1 est de la forme f =

de ses zéros et podles sur C*, qui est arbitraire. On a donc un isomorphisme :
U ~ Div(C"),

i.e. le groupe abélien libre de base C*. Dans la décomposition C(z)" ~ C* x
Z x Div(C*), 'image par A de (a,u, D) est (¢*,1,0,*D — D), ou :

o (Yolaid = 3o1b1) == D las/al = Dbyl

Le quotient de Div(C*) par le sous-groupe des o,*D — D est isomorphe a
Div(C*/q?%) (voir l'exercice ci-dessous) et I'on a enfin :

(C(2)7)* = C*, G,, =q%U, Pic(C(2),04) ~(C*/q%) x Z x Div(C*/¢?) = E; x Z x Div(E,).
Ezercice 2.5. — Montrer que [Uapplication canoniqgue C* —

C*/q? induit un morphisme surjectif de Div(C*) sur Div(C*/q?%)
dont le noyau est le sous-groupe des o4*D — D de Div(C*).

3. Opérateurs et équations

Le but ultime de la théorie (ou au moins de I'approche exposée ici) est
I’étude des fonctions g-spéciales, ici via leurs équations fonctionnelles. Celles-ci
sont a priori des équations aux g-différences linéaires complexes analytiques
sur la sphére de Riemann, i.e. a coefficients dans C(z); et que 'on veut
classifier a priori rationnellement. La stratégie générale est de passer d’abord
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par la classification analytique locale (dont on recollera les invariants a pos-
teriori, le cas échéant). Pour aborder la classification analytique, nous nous
proposons de commencer par la classification formelle, plus grossiére, plus
algébrique et sans doute plus facile. Comme pour les équations différentielles,
la partie algébrique comporte deux approches paralléles (bien entendu équiva-
lentes) : approche “polynomiale” (équations et opérateurs différentiels, resp.
aux g-différences) ; et 'approche “linéaire” (systémes et modules différentiels,
resp. aux ¢-différences). L’approche polynomiale fait l'objet de ce chapitre,
I'approche linéaire du suivant. Pour cette présentation algébrique, nous avons
choisi de nous placer dans le cadre général de ’algébre aux différences chaque
fois que cela pouvait se faire avec des hypothéses simples et de nous restreindre
aux corps d’intéret C(z), C({z}), C((z)) dans tous les autres cas.

Les lettres K, o désignent respectivement un corps commutatif et un au-
tomorphisme de K. Le couple (K, o) est appelé corps aux différences. Pour
ne pas retomber dans la théorie de Galois classique, on supposera toujours o
d’ordre infini.

3.1. L’anneau de Ore-Laurent Dy ,. — L’anneau Dk, des opérateurs
aux différences est I’anneau des polynomes de Ore—Laurent@:

Dko,:=K <S8 ,S' > avec:Va€ K, S.a=a(a).S.

Pratiquement, c’est le K-espace vectoriel de base les 5", n € Z dans lequel la
multiplication est définie par la formule :

(ZaiSi) (ijSj) = chSk, ol ¢ = Z aiai(bj).
i+j=k
On vérifie sans peine 'associativité et le fait que S° est neutre, etc. Il est
clair que K s’identifie au sous-anneau KS° de Dk et que l'anneau Dy 4
est engendré par K et S, S7!. Il est clair également que les éléments entiers,
c’est-a-dire les 3 a;5%, forment le sous-anneau engendré par K et S.
i>0

Remarque 3.1. — Non seulement I'anneau Dk , n’est pas commutatif, mais
son sous-anneau K n’est pas central (voir exercice) : D, n’est donc pas une
K-algébre.

9. Polynémes de Ore parce que I'indéterminée S ne commute pas avec les scalaires a €
K ; polynémes de Laurent parce que l'indéterminée est inversible. La théorie générale des
anneaux de Ore est exposée dans [Ore33|.
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Ezercice 3.2. — Démontrer que le cenlre de Dk , est le corps des
constantes :

K°:={a€ K|o(a)=a}.

L’élément Y a;S° de D, modélise évidemment Papplication Y a0’ de K
dans lui-méme. En fait, Papplication Y a;S* + Y a;0? est K-linéaire, injective
et transforme le produit dans D, en la composition. (L’injectivité découle du
lemme d’indépendance des caractéres d’Artin-Dedekind et de '’hypothése que
o est d’ordre infini.) On peut donc identifier Dk, avec 'anneau des opérateurs
auzr différences > a;0’ et écrire :

1

Dgo=K <o,07" >.

Il faut alors prendre garde & un risque de confusion lorsque 1’on écrit oa, avec
a € K : soit c’est une notation allégée pour o(a) € K (cet usage est répandu) ;
soit cela désigne un produit dans Dk, qui vaut alors o(a)o.

3.1.1. Degré absolu, inversibles, équivalence. — Le degré absolu (ou simple-
ment degré) est défini ainsi :

deg g a;c’ ;= max 7 — min 1,

ai#0 420
autrement dit, deg0 = —oo (car max() = —oo et minl) = +o0) et
deg i a;ct = i1 —ig € N si aj,a;;, # 0. On a dans tous les cas
deglljg = deg P + deg(@, d’ou l'on déduit immédiatement que Dk, est

intégre et que ses inversibles sont les éléments de degré 0, c’est-a-dire les ac®

(a € K*,k € Z). A noter qu'il n’y a pas de formule générale (e.g. majoration)
concernant deg(P + Q).

Pour tout P € Dk , non nul, il existe un unique @ = uP, avec u inversible,
n
qui est standard unitaire, ¢’est-a-dire de la forme > a;S® avec ag # 0 et a, =
i=0
1. A noter qu’il existe également un unique R = Pv, avec v inversible, qui
est standard unitaire, mais que ce n’est en général pas @ : I’équivalence dans
I’anneau non commutatif Dk , n’est pas une chose tres simple. Nous parlerons
donc (si nécessaire) d’équivalence a gauche, resp. a droite. (Plus généralement,

10. Nous dirons que Q = > a;S* € Dk, est standard si ap # 0 et qu’il est standard

i=0
unitaire s’il est standard et a, = 1. Alors, pour tout P € Dk , non nul, il existe un unique
@ = uP, avec u inversible, qui est standard unitaire.
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ce qui est compliqué, c’est de comparer les multiples & gauche et les multiples
a droite d’'un méme élément.)

Ezercice 3.3. — Si P =a+bo et Q = c+do sont de degré 1, dire
que Q = uP pour un u inversible signifie que c¢/a = d/b; alors que
dire que Q@ = Pu pour un u inversible signifie que o(c/a) = d/b.

3.1.2. Division euclidienne, idéauz & gauche. — Tout d’abord, soient A, B €
Dk, et supposons B non nul et deg A > deg B. Ecrivons les :

i1 J1

A= Zaiai et B = Z bjol, avec a;a;, # 0 et b bj, # 0.
i=ig Jj=jo

k avec ¢ € K*, k € Z. Pour que

I'opération A — uB élimine le terme dominant a;, 0% de A, il faut et il suffit

On a donc i1 — 79 > j1 — jo => 0. Soit u := co

que :
Ay )

ok (bjl )

Tous les termes non nuls de uB ont alors un exposant compris entre jo + k =

(cak)(bjlajl) =a;,0" == k=i —jj et c:=

Jo + i1 — j1 > ip (minorant) et j; + k = i1 (majorant), donc dans le méme
intervalle que A. Tous les termes non nuls de A — uB ont donc un exposant
compris entre igp (minorant) et i, — 1 (majorant), puisque le terme d’exposant
71 a été éliminé. On a donc :

deg(A —uB) < (i1 — 1) — ip < deg A.

Théoréme 3.4 (division euclidienne a gauche). — Soient A,B € Dk,
avec B # 0. Il existe alors un couple (Q, R) € D o> tel que A= QB+ R et
deg R < deg B.

Démonstration. — C’est 'algorithme classique :

R :=4A; Q := 0; % invariant de boucle: A = Q B + R
tant que deg R >= deg B

(choisir u tel que deg(R - u B) < deg R;

R:=R-uB; Q :=Q+uw;;

Il faut bien entendu justifier la possibilité de choisir u : c’est le calcul qui
précéde ’énoncé du théoréme. ]

Remarque 3.5. — Il n’y a pas unicité : 'argument habituel repose sur la
régle de majoration de deg(R' — R) qui est fausse ici. Par exemple, en divisant
a + bo par o — 1, on peut trouver au choix le reste a + b ou le reste (a + b)o
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(qui sont tous deux de degré 0). On peut cependant raffiner I’énoncé dans ce
sens, mais nous n’en avons pas besoin.

Corollaire 3.6. — Tout idéal a gauche de Dy , est principal. Tout idéal non
nul peut s’écrire de maniére unique sous la forme Dk P, ot P est standard
unitaire.

Ezxercice 3.7. — FEnoncer el prouver le théoréme et le corollaire
pour la division et les idéauz & droite.

Ezercice 3.8. — Démontrer que l'anneau de polyndmes non com-
mutatifs K < o > est un anneau euclidien, pour le degré usuel (non
absolu) : deg"; a;o" = max, £ i

3.1.2.1. Alors qu’est-ce qui est compliqué — Le corollaire ci-dessus dit que les
idéaux & gauche sont simples & classifier : hors I'idéal nul, ils sont en bijection
avec leurs générateurs standards unitaires, tout comme les idéaux de polyndémes
usuels (commutatifs).

Ce qui est compliqué, c’est de classer les modules & gauche monogénes. Hors
I'unique cas sans torsion de D 4, ils sont tous de la forme Dy ,/Dg P, ot P
est standard unitaire. Mais il est difficile de dire & quelle condition Dk ,/Dg o P
est isomorphe & Dk »/Dk Q. Plus généralement, il est difficile de décrire les
morphismes de Dk ,/Dg P dans Dk o /Dk »Q.

Ezemple 3.9. — Prenons P := 0, —a et Q := 04 — b avec a,b € K*. Un
morphisme de Dk /D P dans Dk ,/Dk ,Q est décrit par I'image de la
classe 1 (mod Dk ,P), soit F' (mod Dk »Q); il faut que 'image de la classe
P (mod Dk ,P), i.e. laclasse (0, —a)F (mod Dk ,Q), soit nulle, autrement
dit, que l'on ait (64 —a)F = G(o4—b) pour un certain G. Mais le petit calcul :

(60— a)F = 04(F)oq — aF = 04(F) (04 — b) + (04(F)b — aF)

montre que cela équivaut & : o4(F)b— aF = H(o4 — b) pour un certain H. En
comparant les degrés absolus, on voit que la condition est o4(F)b = aF. En
particulier, on a équivalence entre les conditions : (i) il y a un morphisme non
nul; (ii) les deux modules sont isomorphes ; (iii) a/b appartient au sous-groupe
de K* image de 'endomorphisme F' — o (F)/F.

Pour des opérateurs plus généraux, on ne s’en tire pas aussi facilement (!)
et il faut faire intervenir des propriétés spécifiques du corps K. Dans notre cas,
ces propriétés viendront de I'analyse.
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Ezercice 3.10. — Monirer que, si Dk ,/DkoQ est isomorphe
Dk,»/Dk,o(0q — a), alors le degré absolu de Q est 1. (Calculer les
dimensions.)

3.1.3. Extension du corps de base. — Soit (K’ ,o’) une extension du corps
aux différences (K, o), autrement dit, K’ est une extension de K et U/' un
automorphisme de K’ tel que U‘/K = 0. L’application Y a;0% — > a0 de
Dk » dans Dy .+ est bien définie puisque K C K, et il résulte de la condition
a" x = 0 que c’est un morphisme d’anneaux, qui est injectif. On a de plus un

isomorphisme de K’-espaces vectoriels :

DK’,U’ ~ K/ ®K DK7O—.

Ezemple 3.11. — Si K est I'un des corps C(z),C({z}), C((2)) et si 0 := gy,
nous aurons I'usage de extension K’ := K[2'/¢] (qui est galoisienne de groupe
Z/(Z). Notons 2’ := 2'/¢. Pour étendre o, nous choisirons une racine primitive
¢-iéme ¢’ de g et nous poserons :

Oq' : f(Z,) = f(qlzl)'

Ezercice 3.12. — En tant que D 5-module a gauche, Dgr 5 est
libre de rang [K' : K].

3.1.4. Conjugaison (ou transformation de jauge). — On a vu a la section
Iintérét des transformations de jauge g = uf,u € K*. Ce sont en fait les
éléments o(u)/u qui apparaissent alors effectivement dans les transformations
des équations. Nous allons ici envisager une opération analogue g = 6f, ou
I'on ne suppose pas que 6 est dans le corps de base K, mais seulement que
u:=0(0)/0 € K.

Soit donc w € K*. On munit le corps K’ := K (0) (extension transcendante)
de 'unique automorphisme o’ tel que J|’ = 0 et que 0’(f) = ub. Notons pour
simplifier D := D, et D' := Dgr 5.

Puisque 6 est inversible dans D', il définit un automorphisme intérieur P +
6~1P@ de ’anneau D’. En vertu du calcul ci-dessous, le sous-anneau D de D’
est stable par cet automorphisme intérieur :

o1 (Z aiai) 0 = Z a;i(0~to'8)" = Z ai(uc’) = Zai(ua)i,



CLASSIFICATION LOCALE DES EQUATIONS AUX ¢-DIFFERENCES LINEATRES 23

car 0710 = 0710’0 = 010’ (0)0’ = uo’. En fait, on a des formules explicites :

(ua)i _ {ua(u) o Uifl(u)gi sii >0,
(67 (w0 W) ot si —i=j >0,

Nous poserons donc, si P := ) a0 :

pll . Zdigi, ot &; = uo(u) - Oi_l(y)ai sii>0,
(0~ (u)- o9 (u) taisi —i=j>0.

On a ainsi défini un automorphisme “extérieur” (!) P+ PM de 'anneau D,
qui induit l'identité sur K.

Ezercice 3.13. — Montrer que u — (P — P) est un morphisme
de groupes de K* dans le groupe des automorphismes de D, dont le
noyau est (K7)*.

3.2. Le polygone de Newton. — On va d’abord 'é¢tudier dans le cas d'un
corps aux différences valué : K sera un corps commutatif muni (as usual) d’un
automorphisme o et aussi d’une valuation v de groupe Z telle que :

(2) Ve e K, v(o(x)) = v(x).

Définition 3.14. — Le polygone de Newton N(P) de l'opérateur aux diffe-
rences P := Y a;0° € Dk - (supposé non nul) est enveloppe convexe dans R?
de I’ensemble :

{(i,j) € ZxR|j>v(a;)} c R%

La frontiére de N(P) est formée de deux demi-droites verticales (allant vers

le haut) et de k vecteurs numérotés de gauche a droite : (r1,dy),. .., (T, di),

avec r; € N* et d; € Z. (La premiére coordonnée est en fait un rang et la
d.

seconde un degré, d’ou leurs noms.) Notant y; := — € Q les pentes de ces
r

(2
vecteurs, on a donc (par convexité) :

On notera S(P) := {p1,..., ux} le “support” de N(P).
Siac K*etlcZ,il est immediat que N(aoc’P) = N(Pac’) = N(P) +

(4,v(a)). Le polygone de Newton n’est donc intéressant qu’a translation pres,
et que c’est 'objet suivant qui posséde les meilleures propriétés.
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Définition 3.15. — Avec les mémes notations, la fonction de Newton de P
est la fonction rp : Q — N définie par :

rp(p;) =i, et rp =0 sur Q\ S(P).

La donnée de rp est équivalente a celle de N(P) & translation pres. Ainsi,
si Q = ac’P (ou Q = Pac?), avec a € K* et { € Z, on a rg = rp. Autrement
dit, rp est déterminée par 'idéal D ,P. On verra qu’elle est méme déterminée
par le module Dk ,/Dk P, mais c’est plus difficile!

Ezemple 3.16. — L’opérateur P := 0q2 + 04+ 1 a pour unique pente 0, et
TP(O) = 2.

L'opérateur P := 0,2 + 20, + 1 a pour unique pente 0, et rp(0) = 2.
L'opérateur P := 0,2+ 0, + 2 a pour pentes —1 et 0, et rp(—1) = rp(0) = 1.
L'opérateur P := zo,? + 0, + 1 a pour pentes 0 et 1, et 7p(0) = rp(1) = 1.
L'opérateur P := zo,? + 20, + 1 a pour unique pente 1/2, et rp(1/2) = 2.
L'opérateur P := zo,? + 0, + 2z a pour pentes —1 et 1, et rp(—1) =rp(1) = 1.
L’opérateur P := 0,° 4+ 20, + z a pour unique pente —1/2, et rp(—1/2) = 2.
L'opérateur P := 220, + 20, + 1 a pour unique pente 1, et rp(1) = 2.
L'opérateur P := 0,% 4+ 2o, + 2% a pour unique pente —1, et rp(—1) = 2.

FEzxercice 3.17. — Quels sont les polygones de Newton des équa-
tions étudiées dans les exemples de la section 7

3.2.1. Valuations tordues, formes initiales, additivité de la fonction de Newton.
— On fixe p € Q et 'on pose :
vulac’) = v(a) -,
v, (P) := minwv,(a;0"), oit P := Zaiai
In,(P):= Z aio’.
vu(aio?)=v,(P)

La forme initiale In,(P) (pour la “valuation tordue” v,) est caractérisée par
les propriétés suivantes : In,(P) est homogéne (tous ses termes ont méme
image par v,,); et v, (P — Inu(P)) > v,(P). Pour P et @ quelconques, on a
évidemment :

vu(P+ Q) > min(u,(P), 1,(Q)).

Lemme 3.18. — Si P et QQ sont homogeénes alors PQ l'est aussi et v, (PQ) =
vu(P) +vu(Q). En conséquence, In,(PQ) = In,(P)In,(Q).

Démonstration. — C’est immédiat, grace & 'hypothése O
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Lemme 3.19. — Le degré absolu de In,(P) est rp(p).

Démonstration. — C’est un argument classique concernant le polygone de
Newton en algébre commutative : dans la description de la frontiére de N(P)
les points du vecteur de pente p; correspondent aux termes de Ing, (P); la
non-commutativité de I'indéterminée o n’y change rien. O

Théoréeme 3.20 (Additivité de la fonction de Newton)
Sotent P,Q) € Dk . Alors :

V€ Q, rpo(p) =rp(p) + o).

Démonstration. — Cela découle des deux lemmes qui précédent. O
3.2.2. Comportement de la fonction de Newton par extension. — Sil’on rem-
place v par v/ := dv,d € RY, “les pentes sont multipliées par d”; pour étre

précis, le polygone de Newton N'(P) correspondant & v’ est I'image de N(P)
par Uapplication (z,y) — (z,dy). Les fonctions de Newton sont reliées par les
formules :
rp(p) = rp(p/d) <= rp(dp) = rp(p).

On utilisera ces relations dans le cas d’'une extension (K’,¢’) du corps aux
différences (K, o), munie d’une valuation v qui est une extension de v avec
degré de ramification d, i.e. : vI’K = dv; typiquement, c’est l’exemple avec
les valuations z-adique et z’-adique.

3.2.8. Comportement de la fonction de Newton par conjugaison. — On re-
prend les notations sur la conjugaison du paragraphe Si ol = ub et
v(u) = A, les formules reliant P a P impliquent :

v(a;) = v(a;) +iA.
On en déduit que le polygone de Newton N (P[“]) est 'image de N(P) par
Papplication (x,y) — (x,y + Az). Les fonctions de Newton sont donc reliées
par les formules :
rptl () = rp(p = A) <= rpu (i + A) = rp(p).

La conjugaison “augmente les pentes de \”.

3.3. Résolution et factorisation formelles. — Nous considérons mainte-
nant la situation suivante :

- K = C((2)),

- g est un nombre complexe non nul et non racine de I'unité,

- 0 =0y,
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- v est la valuation z-adique : v(}"; fiz') = ming, £ i, pour tout f € C((2))".
Notre but est de factoriser un opérateur non trivial P € Dg(,)),s, de ma-
niére A “casser le polygone de Newton”, i.e. de décomposer P en produit de
facteurs n’ayant chacun qu’une pente. Quitte & multiplier P & gauche par un
facteur inversible, nous pouvons aussi bien supposer que vo(P) = 0 et que P
est standard (pas nécessairement unitaire) ; autrement dit :

n
P = E a;oq’ = g a; ;2 04", avec ag # 0 et 3 : a;9 # 0.
=0 0<i<n
5>0

3.3.1. Equation caractéristique et solutions. — Soit f := . frz¥ € C[[]].
k>0
Alors :

Pf= Z amzjaqi(szk) = Z ai,jqikkajJrk € C[[#]].

1,5,k>0 1,5,k>0

En particulier, les coefficients (P.f), de z¢ dans P.f, pour tout £ > 0, vérifient :

(P.f)o = Zaw foetVe>1, (P.f)e= Zai,OQEi fe+ une combinaison linéaire de fo, ...

i>0 i>0
On peut préciser comme suit cette combinaison linéaire. On écrit, pour j € N :
pP; = Z a;ijo €C<oy>, Pji= Z a; ;5" € Cls].
0<i<n 0<i<n
On adonc P = Py + 2P, + -+ et P = Py. De l'égalité facile (29 P;)(f2*) =
Pj(q") frz’**, on déduit :
(P.fe="Y" Py ) fu =PuldV o+ + Pold") fe-
k=t

Avec ces notations, les coefficients de la solution f sont donnés par fy:= 1 et
la relation de récurrence :

(3) ves1, g e Dot ot Po(q ") fer.

Py(q*)

Bien entendu, tous les P; sont de degré < n.

Lemme 3.21. — (i) Une condition nécessaire pour que l’équation P.f = 0
admette une solution série formelle f € C[[z]] de terme constant fo # 0 est :

Z (IL(] =0.

>0

s Jo-
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(1) Une condition suffisante pour que 'équation P.f = 0 admette une solution
série formelle f € Cl[z]] de terme constant fo # 0 est :

Zaw:() etvVe>1, Zawq“;é().

i>0 i>0

Cette solution est alors unique pour fo € C* donné.

Démonstration. — L’assertion (i) découle immédiatement du calcul qui pre-
céde. L’assertion (ii) traduit le calcul des coefficients par la relation de récur-

rence . O

Définition 3.22. — Soit P := Y a0, € De((2)),0, tel que vo(P) # 0.
L’équation caractéristique (associée a la pente 0) de P est le polynome de
Laurent :

P(s) = Zam s' € Cls, s 1.
On dit que sg € C* est une racine non résonnante de ’équation caractéristique
si:
P(sg) =0et V¢ >1, P(¢'sg) #0.

La condition nécessaire (resp. suffisante) du lemme se traduit en disant que
1 est racine (resp. racine non résonnante) de I’équation caractéristique de P.
Le lemme peut facilement étre amélioré comme suit :

Lemme 3.23. — (i) Une condition nécessaire pour que l’équation P.f = 0
admette une solution série formelle f € Cl[z]] telle que v(f) = m est que ¢
soit racine de l'équation caractéristique de P.

(1) Une condition suffisante pour que l'équation P.f = 0 admette une solution
série formelle f € Cl[z]] telle que v(f) = m est que ¢ soit racine non réson-
nante de l'équation caractéristique de P. Celle solution est alors unique pour
fm € C* donné.

Avec les notations sur les formes initiales du il est clair que P n’est
autre que la forme initiale de P associée & la pente 0. Le degré absolu de P est
donc égal a rp(0) et 'on voit que, pour que 1’équation caractéristique admette
des racines non nulles, il faut et il suffit que rp(0) > 0, autrement dit que 0
soit une pente de P.

Définition 3.24. — On suppose que 0 est une pente de P. Les exposants de P
(attachés a la pente 0) sont les racines non nulles de I'équation caractéristique ;
les exposants non résonnants en sont les racines non résonnantes.
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8.8.1.1. Solutions attachées aux autres exposants.— Soit ¢ € K* et notons e,
un élément inversible d’une extension (K', ¢’) de (C((2)), oq) tel que o’e. = ce..
Si P := Zaidql S DC((z)),an
conjugaison (voir [3.1.4) que :

e; ' Pe, = Pl = Zaiciaqi — Pl(s) = P(cs).

est non trivial, il résulte des propriétés de la

Ainsi, les exposants de Pl se déduisent de ceux de P en divisant ces derniers
par c¢. En particulier, ¢ est un exposant (resp. un exposant non résonnant) de
P si, et seulement si 1 est un exposant (resp. un exposant non résonnant) de
Pl Dans ce dernier cas, 'équation P.f = 0 admet une unique solution de la
forme f = e.g, ot g =1+ g12+ -+ € C[[z]]. (Argument : si f = e.g, alors
P.f =0« Pld.g =0 et on applique le lemme a cette derniére équation.)

3.3.1.2. Solutions attachées auxr pentes entiéres.— Soit p € Z une pente en-
tiére de l'opérateur non trivial P € Dgy(2))0,- Alors, d’aprés les propriétés
de la fonction de Newton relativement & la conjugaison (voir , 0 est une
pente de PlZ "], Soit maintenant ¢ un exposant non résonnant de P= "I atta-
ché a la pente 0. Notons 6 un élément inversible d’une extension (K’ o) de
(C((2)),04) tel que 0’0 = z60. On suppose également que K’ contient ’élément
inversible e, tel que o’e. = ce.. Alors I'équation P.f = 0 admet une unique
solution de la forme f = 0te.g, ot g =1+ g1z +--- € C[[z]].

Remarque 3.25. — On peut montrer (lemme du wronskien, c¢f. [DV02])
que les solutions de Pf = 0 dans une extension K’ forment un espace vectoriel
de dimension < deg P sur le corps des constantes de K'. Sile corps K’ contient
suffisamment de symboles e., un symbole 6 et un symbole ¢, tel que o'¢; =
{4 + 1, alors, pour tout opérateur & pentes entieres P, 'espace des solutions
est de dimension deg P. En vieux langage, I'équation P.f = 0 admet “a full
complement of solutions”. Des algorithmes explicites sont décrits dans [MZ00,
Sau09].

3.8.2. Fuactorisation formelle. — Nous pouvons maintenant “casser le poly-
gone de Newton”.

8.8.2.1. Premier cas.— On suppose que P admet la pente 0 et ’exposant non
résonnant 1. Il résulte alors du lemme que I'équation P.f = 0 admet une
unique solution de la forme f =1+ fiz +--- € CJ[z]]. Notons g := (0,f)/f €
C|[#]], de sorte que (o4 — g).f = 0. La division euclidienne :

P=Q(og—g)+R
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admet un reste R nul ou de degré 0 et tel que R.f = P.f — Q(og —g).f =0
on a donc nécessairement R = 0, d’ott P = Q(04 — g).

Ezercice 3.26. — Soient q est A deux nombres complexes tels que
A& q N et que ¢ nest pas une racine de lunité. Considérons la

n

série ®(2) = ¢ oo Démontrer Videntité
qn(n+1)/2 (—Z)n
N

O(z) = (1 - Neg(2) Y

n>0

a partir de l’équation auz q-différences satisfaite par ®((1—q)z) (cf.
[DV09, Lemma 1.3] ou [DV04, Lemma 20.1]) :

(0g =1) o (Aog = ((g =)z +1))y(z) = 0.

3.8.2.2. Deuziéme cas.— On suppose que P admet la pente 0 et I’exposant
¢ € C*. Puisque I'ensemble des exposants est fini et que, par hypothése, ¢
n’est pas racine de 'unité, quitte & remplacer ¢ par un c¢”™, m € N, on peut
le supposer non résonnant. D’apreés le paragraphe 3.3.1] Pl admet Dexposant
non résonnant 1 et ’on peut écrire (d’aprés le premier cas examiné ci-dessus)
Pld = Q'(0,~¢') pour un ¢’ € C[[z]], donc P = Q(o,—g), ot Q := (P
et g 1= cg’, puisque (o — g’)[cil] =clo,—4¢.

3.3.2.3. Itération des deux premiers cas.— 1l est par ailleurs clair que, dans

chacun des deux premiers cas, le polygone de Newton de o, — g a pour seule
pente 0 et ’on voit que celui de @ est donné par les relations :

rolu) = {T’P(M) —1sip=0,
rp(u) sinon.

Notons d’ailleurs que, si P est standard, on peut choisir () standard. En itérant
cette opération, on voit que ’on peut obtenir une factorisation :

P =P'Py, ou S(Py) = {0} et S(P') = S(P)\ {0}.

Notons aussi que ’égalité rp = rp/+1rp, permet alors de déterminer totalement
rpr et rp,. Encore une fois, si P est standard, P’ et Py peuvent étre choisis
standards.

8.8.2.4. Troisiéme cas.— Soit p une pente entiére quelconque de l'opérateur
non trivial P € Dg((z)),0,- De la décomposition ci-dessus @) = Q'Qo appli-

(2]

quée a Q := PEl on deduit, en posant P’ := (Q')F"] et P, = Qy ', la
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décomposition :
P = P'Py, ot S(P,) = {p} et S(P') = S(P)\ {u}.

De plus, rp: et rp, sont alors totalement déterminés par cette relation (et
Padditivité de la fonction de Newton); et, si P est standard, P’ et Py peuvent
étre choisis standards.

En itérant le troisiéme cas, on obtient immédiatement :

Théoréme 3.27. — Soit P € Dg((z)),0, un opérateur non trivial & pentes
entiéres. Notons pq, ..., les pentes de P dans un ordre arbitraire. Il eziste
alors une décomposition :

P=P.--P

dans Dc((2)),0, telle que, pouri=1,... .k :
rp, (i) = rp(pi) et Vi€ Q\ {ui} , rp, (1) = 0.

Si P est standard, les P; peuvent élre choisis standards.

3.8.2.5. Quatriéme cas.— Si les pentes de P ne sont pas toutes entiéres, soit
¢ un dénominateur commun et considérons l’extension K’ décrite a exemple
. Le polygone de Newton de P vu comme élément de D' := K’ Xc((2)
Dc((2)),0, €St & pentes entiéres et I'on déduit du théoreme une décomposition
P = P, --- P, qui casse le polygone de Newton, & ceci prés que les P; sont dans
D’. Nous verrons via l'algébre linéaire (Propriétés abéliennes, 4.3.2) qu’une
telle décomposition existe dans Dg((z)),0,- Cependant, tels quels, nos calculs
permettent de démontrer :

Théoréeme 3.28. — Soit P € Dgy(z)),0, un opérateur non trivial de degré
absolu n. Il existe alors une décomposition :

P=1Ly L,

dans K’ ®c((z)) Pe((z)),0, telle que chaque facteur L; est de degré absolu 1.
Le multiensemble des pentes des L; est déterminé par rp, mais leur ordre peut
élre choist arbitrairement.

3.4. Résolution et factorisation analytiques, pour |¢| # 1. — Nous
avons vu que les opérateurs aux ¢-différences a coefficients formels admettent
une factorisation qui casse leur polygone de Newton, propriété partagée par les
opérateurs différentiels et aux différences. Nous allons voir que, lorsque |g| # 1,
les opérateurs aux g¢-différences a coefficients analytiques admettent une facto-
risation analytique qui casse leur polygone de Newton, phénoméne découvert
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par Adams et redécouvert indépendamment par Birkhoff-Guenter, et que nous
nommerons lemme d’Adams : ce résultat est spécifique aux g-différences. Nous
supposerons que |g| > 1, le cas < 1 8’y ramenant sans probléme.

3.4.1. Le lemme d’Adams. — Soit P € Dg(.}),0, un opérateur aux g-
différences & coefficients analytiques non trivial. Pour étre précis, le lemme
d’Adams dit que les séries formelles g = 1+ ¢g12+ - - - € C[[z]] qui apparaissent
dans les solutions de I’équation f = 6*e.g décrites au sont, st u est la
derniére pente de P, convergentes. Nous prendrons P sous forme standard :
P = ap+ -+ anoy”, apa, # 0; et de plus tel que vo(P) = 0, i.e. les
a; € C{z} et I'un au moins des a;(0) est non nul.

Lemme 3.29 (Adams). — On suppose que la derniére pente de P (i.e. sa
plus grande pente) est 0 et que 1 en est exposant non résonnant. Alors 'unique
solution de P.f =0 de la forme f =1+ fiz+--- € C[[z]] est convergente.

Démonstration. — On reprend les notations explicitées au début de [3.3.1]; en
particulier, on invoque la relation de récurrence . L’hypothése sur la pente
0 et I'exposant non résonnant 1 dit que Py est de degré n, que Py(1) = 0, et
que Py(q%) # 0 pour tout £ > 1 (ce qui assure la non nullité du dénominateur
dans la relation de récurrence ci-dessus). Il existe donc A > 0 tel que :

V> 1,

7(#)’ > Alg™ .

Soit enfin R > 0 strictement majoré par les rayons de convergence de
ao, .. .,an € C{z} et soit C := R~!. 1l existe donc B > 0 tel que :

Vi€ {0,...,n}, Vj >0, |a;j| < BCY.

On en déduit les majorations :
_ n o A,3,n+1 —-1
|[Pi(s)| <) BC|s|' < B ,
=0 |5 -
d’our en particulier (puisque |g| > 1) 'existence de D > 0 tel que :
vi.j € N, [Pi(¢")] < DO g™ .
De la relation de récurrence, on tire alors, pour £ > 1 :

/-1

cf Z| " 4 14
| fel < fil = —"—"—<E) —"
A Z (Clg™)" ; (Clal™)

pour un certain £ > 0. Il est alors facile de conclure a la convergence de f. [
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Remarque 3.30. — Le raisonnement ci-dessus ne vaut que parce que 0 est la
plus grande pente de P. Par exemple, si l'on prend : P := (04— 1)(204— 1) =
qz0,2—(142)0,+1, dont les pentes sont 0 et 1 et dont 0 est exposant non réson-

nant, la solution f est la série de Tshakaloff du [1.2.1]Y(z) := > gn(n=1/2n
n>0

qui diverge rapidement.

3.4.2. Fuactorisation analytique. — Reprenant les arguments qui ont mené au
théoréme nous obtenons la factorisation analytique. Il est & noter que
lordre des pentes est imposé par le lemme d’Adams : on factorise d’abord a
droite la plus grande pente.

Théoréeme 3.31 (Adams, Birkhoff-Guenter). — Soit P € Dg({.}),0, uUn
opérateur non trivial & pentes entiéres. Notons pu; < --- < ui les pentes de P
rangées en ordre croissant. Il existe alors une décomposition :

P=P .- P,
dans Dg({z)),0, telle que, pour i =1,...k :

rp, (i) = rp(pi) et Vo € Q\ {ui} , rp,(p) = 0.

Si P est standard, les P; peuvent étre choisis standards.

Quitte & ramifier, cette décomposition subsiste pour un opérateur a pentes
quelconques, a condition de prendre les facteurs P; dans D' := K’ ®c((2)
Dc({2}),0,- Comme pour le cas formel, nous verrons au que le résultat de-
meure vrai avec des P; € Dg({,}),0,- NOUS avons encore directement le résultat
suivant :

Théoréme 3.32. — Soit P € Dg({z}),0, un opérateur non trivial de degré
absolu n. 1l existe alors une décomposition :

P=1L L,

dans K' ®c((z)) Pezy),o, telle que chaque facteur L; est de degré absolu 1.
Le multiensemble des pentes des L; est déterminé par rp et leur ordre est
croissant.

Ezercice 3.33. — Montrer que Uopérateur P = (o4 — 1)(z04 —

1) = qz0,% — (14 2)o, + 1 n'admet aucune facorisation convergente
P = P, Py pour laquelle S(Py) = {0} et S(P1) = {1}.

Ezxercice 3.34. — Factoriser l'opérateur d’ordre 2 qui annule la
série de Mordell (exercice .
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3.5. Résolution et factorisation analytiques, pour |¢| = 1. — Nous
démontrons ici quelques résultats dans le cas |g| = 1, en utilisant les tech-
niques de factorisation introduites dans les sections précédentes. Dans la suite
(cf. nous démontrerons des résultats plus fins, par des techniques plus
intrinséques. Soit, donc, ¢ un nombre complexe de module 1, non racine de
l'unité.

3.35. — Hypothése importante. Nous supposerons & partir de maintenant
et jusqu’a la fin de ce texte que q est tel que la série g-exponentielle est conver-

gente (cf. §1.5).

Soit P € Dg({2}),0, Uit Opérateur aux g¢-différences a coeflicients analytiques
non trivial. Nous prendrons P sous forme standard : P = ag + --- + a,04",
apa, # 0; et de plus tel que vo(P) = 0, i.e. les a; € C{z} et I'un au moins
des a;(0) est non nul. Nous avons donc le lemme d’Adams “amélioré" suivant :

Lemme 3.36. — On suppose que 0 est une pente du polygone de Newton de
P, d’exposants 1, A1,..., A\ et que 1 en est exposant non résonnant. Alors, si

la série
n

2 A5 (A On

n>0,\;¢q%
converge, l'unique solution de P.f =0 de la forme f =1+ fiz+--- € C[[z]]
est convergente.

Démonstration. — Considérons la relation de récurrence , définissant les
coefficients de f. Les termes aux dénominateurs s’écrivent, par définition,

Po(q") = (¢ = 1)(¢" = M)+ (¢" = \).

Il n’est pas difficile de voir que les petits diviseurs qui apparaissent au dé-
nominateur de la relation de récurrence sont controlés par les hypothéses
diophantiennes du lemme. O

En itérant 'application du lemme d’Adams, comme nous ’avons déja fait
dans les sections précédentes, on peut arriver & factoriser 'opérateur P.

Théoréme 3.37. — Soit P € Dg({2}),0, un opérateur non trivial, ayant une
pente entiére i € 7, et soient A1, ..., A\ les exposants de la pente . On suppose
que la série

(4)

Zn

>0 Hi,j:l,.‘.,r;)\i//\j Zq? (Ai/Aj3 @)n
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converge. Alors il existe une décomposition P = QP), dans Dg({.)),0, telle que :

rp, (1) =7p(p) et Vv € Q\{u}, rp,(v) =0.

Si P est standard, l'opérateur P, peut étre choisi standard.

Si les pentes u; de P ne sont pas entiéres, nous pouvons encore une fois
considérer une extension cyclique de la forme K’ (voir exemple[3.11]) et obtenir
le

Théoréme 3.38. — Soit P € Dg({(.}),0, un opérateur non trivial de degré

absolu n et soient pi,..., 1, des pentes de P, dont les exposants vérifient la
condition . 1l existe alors une décomposition :
P=QLi Ly,

dans K' ®c((2)) Pc(iz}),0, telle que chaque facteur L; est de degré absolu 1. De
plus, chaque L; a sa pente dans l'ensemble {pi,...,pus} et il y a exactement
rp(pj) facteurs L; ayant la pente pj, pour tout j =1,... k.

4. Systémes et modules

Parallélement aux méthodes “polynomiales” du chapitre précédent, il y a les
méthodes “linéaires” que nous allons maintenant utiliser.

4.1. Modules aux différences. — On se place de nouveau (au moins pour
commencer) dans le cas d'un corps commutatif X muni d’un automorphisme
o d’ordre infini.

4.1.1. Equations, systémes, modules, morphismes. —

4.1.1.1. Equations et systémes.— Soit P :=ag+---+ano™ € Dk un opéra-
teur non trivial standard, i.e. aga, # 0. Comme pour les équations différen-
tielles, on peut vectorialiser une équation aux différences scalaire d’ordre n en
un systéme aux différences de rang n :

f 0 1 0 ... 0
of 0 0 1. 0
Pf=0«<=0cX=AX, ou X := : et A:= : : : . :
o"2f 0 0 0 1
o Lf —ao/an —ai/an, —as/an ... —an—1/an

On remarque d’ailleurs que la matrice d’un tel systéme est inversible :

det A = (—1)"ag/an, => A € GL,(K).
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Une extension du corps ne modifie évidemment pas le systéme. Une transfor-
mation de jauge g = 0f, avec 06 = uf, remplace P par P qui donne lieu au
systeme oY = BY, ou :

g 0 0 0
og 0 o0 0 N
Y = =TX, T:=1. . , B=(cT)AT .
o lg 0 0 o 16

Plus généralement, pour toute matrice de transformation de jauge F €
GL,(K), le changement d’'inconnue Y = F'X donne lieu au systéme équivalent
oY = BY, ol :

B =F[A]:= (cF)AF™".

Notre but est de classifier les systémes aux différences pour la relation d’équi-
valence :

A~ B« 3F € GL,(K) : B=F[A]

Nous verrons d’ailleurs au que tout systéme est équivalent au systéme
provenant d’une équation.

Ezxercice 4.1. — Dans [lexemple ci-dessus (systéme provenant
d’une équation), montrer que B ~ uA. (On suppose que u € K*
mais pas que 0 € K*.)

4.1.1.2. Systémes et modules.— Comme bien souvent, pour classifier, on a
intérét & définir une catégorie des objets & classifier. Considérons 'application
Py : K" — K" X — A Y (0X). Cest un automorphisme semi-linéaire ou
encore o-linéaire[)| de K", autrement dit :

Vae K, VX € K", ®4(aX) = o(a)®4(X).

Définition 4.2. — Un module aux différences sur le corps aux différences
(K, o) est un couple (V, ®) formé d'un K-espace vectoriel V' de dimension finie
et d’'un automorphisme semi-linéaire (ou encore o-linéaire) de V. Un mor-
phisme de modules aux différences de (V,®) dans (W, ¥) est une application
K-linéaire f : V. — W telle que ¥ o f = f o ®. La catégorie ainsi définie sera
notée Dif fMod(K, o).

11. L’exposant —1 de A a l’effet suivant : les solutions du systéme 0 X = AX sont les points
fixes de ® 4. Comparer avec le cas d’un module différentiel (K™, A4), ot Aa(X) = X' —AX :
les solutions du systéme X "= AX sont les vecteurs “horizontaux” de A 4.



36 LUCIA DI VIZIO & JACQUES SAULOY

Soient (V,®) un module aux différences et B une base de V. On voit sans
peine que ®(B) est une base de V' et que l'on peut donc écrire :

®(B) = BA', avec A’ € GL,(K).

Notant A := A’ 71, on voit alors que ’application f : X — BX est un isomor-
phisme de modules aux différences de (K™, ®4) dans (V,®); cela résulte du
calcul suivant :

(Pof)(X) = D(BX) = ®(B)o(X) = BA™'o(X) = f(A"'0(X)) = (foPa)(X).

(La deuxiéme égalité vient de la o-linéarité de ®.) Ainsi, tout module aux
différences est isomorphe & un (K", ®4). D’autre part, les morphismes de
(K™, ®4) dans (KP, ®p) sont par définition des applications linéaires de K™
dans KP, donc des matrices F' € M, ,,(K), telles que, pour tout X € K™, on
ait B~lo(FX) = FA 'o(X), autrement dit, telles que :

(¢F)A = BF.

En particulier, tout isomorphisme de (K", ®4) dans (K?, &) est une matrice
F € GL,(K) telle que F[A] = B. Plus généralement, Dif fMod(K, o) est
équivalente & la catégorie dont les objets sont les matrices inversibles sur K et
telle que les morphismes de A € GL,(K) dans B € GL,(K) sont les matrices
F € My ,(K) telles que (6 F)A = BF.

4.1.2. Abélianité. —

Proposition 4.3. — La catégorie Dif fMod(K,o) est abélienne et K-
linéaire.

Démonstration. — Soit f : (V,®) — (W, ¥) un morphisme dans la caté-
gorie Dif fMod(K,o). Le noyau f est ®-stable et son image est W-stable.
Les morphismes de groupes ®, ¥ induisent donc respectivement des endomor-
phismes du noyau et du conoyau de f, dont on voit aisément que ce sont des
automorphismes o-linéaires. On obtient ainsi un noyau et un conoyau dans
DiffMod(K, o), dont abélianité peut se vérifier mécaniquement (sinon, voir
la proposition . Il est d’autre part clair que Hom((V, ®), (W, ¥)) = {f €
Lrg(V,W)| Vo f=fo®} est un sous-groupe de Lx(V,W) et qu’il est stable
par multiplication externe par les éléments de K7, d’ou la K?-linéarité. O

12. En particulier, tout isomorphisme de (K™, ®4) dans (K", ®p) est une matrice F' €
GL,(K) telle que F[A] = B.
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4.1.2.1. Suites exactes.— 1l sera utile d’avoir une forme “concréte” pour les
suites exactes dans Dif fMod(K, o). Soit une telle suite :

0 (V,®) = (V,®) = (V",&") = 0.

En choisissant une base B’ de V', que I'on étend (modulo I'identification de V'
avec un sous-espace de V') en une base B de V, et en prenant pour base B” de
V" I'image de B\ B’, on voit que la suite ci-dessus est isomorphe & la suivante :

0— (K", ®4) = (K", ®4) = (K™, ® 1) — 0,

dans laquelle n = n/ + n”, linjection est l'inclusion canonique de K™ dans
K7+ — K7« K" et la surjection est la projection canonique de K™ 7" =
K" x K" sur K"'. En particulier, A est triangulaire par blocs :

A«
A:(O A,,).

/
4.1.2.2. Morphismes de suites exactes.— Soient A = (13 Z,) et B =

BV . s . :
0 B des matrices associées & des suites exactes comme ci-dessus. Un

morphisme entre ces suites exactes sera donc décrit par trois morphismes
F':A - B,F:A— Bet F’":A— B” ou F est triangulaire par blocs :

/
F= <1;) g’) Outre les relations (04 F")A" = B'F' et (0,F")A" = B"F", la

condition (04F)A = BF comporte 1'égalité :
(0,F"\U + (0,G)A" = B'G+ VF".

4.1.2.3. Extensions.— Supposons maintenant que A’ = B’ et A” = B”. On
a donc deux extensions de (K™, ®4») par (K™, ®4). Un morphisme F d’ex-
tensions aura la méme forme que ci-dessus, avec de plus F' = I, et " = I,»
et I'unique condition :

(0,G)A" — A'G =V - U.

En particulier, I’extension décrite par A est scindée si, et seulement si ’on peut
résoudre 1’équation non homogeéne :

(0, X)A" — A'X =U.

4.1.2.4. Drapeauz et gradués.— Nous aurons & considérer des drapeaux 0 =
My C -+ C My, = M. 1l résulte de ce qui précéde qu'un tel drapeau est décrit
par une matrice de la forme A (ci-dessous, & gauche) ou B; € GL,,(K) pour
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1 <i<ketU; € Maty,,,(K) pour 1 <i < j < kﬂ Autrement dit, on
identifie M a (K", ®4) et chaque P; := M;/M;_1 (i =1,...,k) a (K", ®y4,).
Le “gradué associ¢” My := Py & --- & Py, s’identifie alors a (K", ®4,), ou A
est ci-dessous & droite :

A A
Ui,j 0
A=1]0 A, 4:=10
o 0 o 0
0 ... 0 ... Ag 0 ... 0 ... A

Soit 0 = Mj C -+ C M] = M’ un autre drapeau de méme longueur, décrit par
une matrice A’ similaire. Un morphisme entre ces drapeaux, 4.e. un morphisme
de M dans M’ qui envoie chaque M; dans M/, est décrit par une matrice
F € Mat,, »(K) telle que (0,F)A = A'F et de la forme ci-dessous a gauche,
avec F; j € Mat,, ,,(K) pour 1 <i < j < k. Chaque F;; décrit un morphisme
de P; dans P/ := M//M/_, et Pon a un morphisme des gradués de My dans
M =P @ --- & Pj décrit par la matrice ci-dessous & droite :

F171 F171
Fj ... N |
F = 0 s FUIZ 0
0 ... 0 ... Fgy 0 ... 0 ... Fuy

En particulier, un morphisme de drapeaux qui devient trivial (égal a I'identité)
sur les gradués admet une matrice de la forme :

I, e
F’L,_]
F=1]10 ...
0o ...
0 0 I,
Remarque 4.4. — Toutes les descriptions matricielles qui précédent utilisent

une matrice A telle que M ~ (K™, ®4). Si 'on veut plutot écrire M = (V, ®)
et utiliser la matrice de ® dans une base de V, cela revient & considérer A1,

13. 1l résulte de ce qui précéde qu’un tel drapeau est décrit dans une base convenable
par une matrice de la forme A (ci-dessous, a gauche) ou B; € GL,,(K) pour 1 < ¢ < k et
Ui,j € Maty, », (K) pour 1 <i < j <k,
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4.1.8. Constructions tensorielles. — On vérifie que, si (V,®) et (W, V) sont
des modules aux différences, alors le K-espace vectoriel V @ W peut étre
muni d’un unique automorphisme o-linéaire tel que z @ y — () @ V(y).
On notera (V,®) ® (W, ¥) le module aux différences obtenu (“produit tenso-
riel”). En particulier, on définit ainsi des puissances tensorielles M®". Si M
est un module aux différences, 'automorphisme o-linéaire ®®” du module aux
différences M®" passe au quotient en un automorphisme o-linéaire A"® du
K-espace vectoriel A" M et en fait donc un module aux différences. De plus,
la surjection canonique M®" — A" M est un morphisme de modules aux diffé-
rences. Si maintenant M’ C M est un sous-module aux différences, 'injection
de K-espaces vectoriels de A"M’ dans A" M a une image stable par A"®, donc
identifie A"® & un sous-module aux différences de A" M.

Ezercice 4.5. — Montrer que les classes d’isomorphismes de mo-
dules auz différences de rang 1 forment un groupe pour le produit
tensoriel ; reconnaitre Pic(K, o).

2. Relation avec les Dk ,-modules. —

4.2.1. Dk s-modules & gauche de longueur finie. — Soit (V, ®) un module aux
différences sur le corps aux différences (K,0). On munit le groupe V d’une
structure d’'un Dk s,-module & gauche en définissant la multiplication externe

(Z aiai> T = Zaifbi(x)

Le fait que I'on obtienne bien un Dg ,-module est directement lié¢ & la o-
linéarité de @ :

(S eio) (Sbyo?) oo = (o009 o = 3 o 05) 859 a) =
(S o) (X 9@) = (L ao’).((Sbse) ).

(La o-linéarité justifie la troisiéme égalité.) Si de plus f est un morphisme de
(V,®) dans (W, ), il découle facilement de la relation Wo f = fo® que f est
une application Dk ,-linéaire du Dk ;-module V' dans le Dk ,-module W :

f((Z aiai> ac) =f (Z aiéi(x)) = Zai(foéi)( Zaz(\I/’of (Z a;o ) .
Réciproquement, pour toute telle application Dy ,-linéaire, la relation
f(o.x) = o.f(z) se traduit par Vo f = fod.

par la formule :
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Proposition 4.6. — Le foncteur qui au module aux différences (V, ®) associe
le Dk o-module V' est pleinement fidéle. Son image (essentielle) est formée des
Dy o-modules qui sont, en tant que K-espaces vectoriels, de dimension finie.

Démonstration. — La pleine fidélité résume les calculs ci-dessus. Pour que
le Dk s-module V' provienne d'un module aux différences, il est évidemment
nécessaire que dimg V' < oco. Réciproquement, si dimg V' < o0, en posant
®(x) := 0.z, on obtient bien alors un module aux différences (V, ®). (Puisque
le centre de D , est K, on retrouve ainsi la proposition ) O

On peut caractériser autrement ’image essentielle :

Proposition 4.7. — Les Di s-modules a gauche qui sont, en tant que K-
espaces vectoriels, de dimension finie, sont les D s-modules a gauche de lon-
gueur finie.

Démonstration. — Si M est de dimension finie sur K, il est de longueur finie
et inférieure ou égale & cette dimension : en effet, tout sous-module est en
particulier un sous K-espace vectoriel.

Pour la réciproque, il suffit de considérer le cas des modules simples (i.e. de
longueur 1) le cas général s’y ramenant & coups de suites exactes. Un Dk ,-
module simple est nécesairement monogene, donc de la forme Dy /D ,P.
On ne peut avoir P = 0 car Dk, n’est pas simple (il admet de nombreux
idéaux), donc P # 0 et la dimension sur K de Dk ,/Dk P est deg P. d

4.2.2. Le lemme du vecteur cycligue. — On se place maintenant dans le cas
des modules aux g¢-différences : K est C((z)), C({z}) ou C(z) et o est ogy.
Le module aux différences (V,®) est cyclique s’il existe x € V tel que les
®i(x),i € Z engendrent le K-espace vectoriel V.

Théoréme 4.8 (Lemme du vecteur cyclique). — Tout module auz q-
différences est cyclique.

Démonstration. — Nous reproduisons la démonstration donnée dans [DV02].
Soit (V,®) un module aux g¢-différences de rang n. Soit m € N maximal tel
qu’il existe un x € V tel que :

TADE)A--- AP () £0.

Un tel m est a priori majoré par n, ce qui assure son existence. On va supposer
que m < n et en déduire une contradiction : il s’ensuivra que m = n, donc que
les vecteurs x, ®(x),...,®" !(z) sont linéairement indépendants, donc qu'’ils
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engendrent V', i.e. que x est un vecteur cyclique.

Pour tous A € C, s € Z et ' € V, notant y := x + \z°2’, on a :
yn®y)A--- N2 (y) = 0.

Le membre gauche de cette égalité est un polynéme en A, dont le terme de
degré 1 a pour coefficient :

D@z AB@) A AT @) AR () AP () A A BT (),
=0

qui est donc nul. Comme c’est vrai pour tout s et que ¢ n’est pas racine de
I'unité, ce polynéme en ¢° admet une infinité de racines distinctes, donc ses
coefficients sont nuls :

Vie{0,...,m}, zAD(z)A---ADTHz) A () ADTHZ)A-- - AD™(2) = 0.

De l'égalité 2 A ®(x) A--- A ®™ L(x) A ®™(2') = 0 valable pour tout 2’ € V,
on déduit alors que x A ®(z) A --- A @™ (z) = 0, qui est la contradiction
cherchée. O

Ce théoréme fondamental signifie d’abord que fout systéeme aux g-différences
est équivalent au systéme provenant d’une équation. Noter que cela n’est pas
tautologique (il faut faire intervenir le dual du module associé, voir [Sau04]).
Il nous indique ensuite le chemin (détourné) dans ’étude théorique d’une équa-
tion L.f = 0 : la vectorialiser en un systéme o, X = AX ; puis représenter le
module (C((2))", ®4) sous la forme Dg((2)),0,/Pc((2)),0, -

Ezemple 4.9. — Soit L := 04 —u € Dg((2)),0,- -a matrice associée est (u) et
le module aux g-différences est (C((z2)), ®y), oit ®,(z) = u~?
e := 1 comme vecteur cyclique. Comme ®,(e) = u~'e, le morphisme surjectif
De((2)),0, — C((2)) défini par 1+ e a pour noyau Dg((z)),0, LY, ott LY =

o4, qui admet

O¢g — U

Ezercice 4.10. — Faire le méme chemin a partir de L € Dg((2)) 0,
quelconque. (Réponse dans [Sau04].)

4.2.3. Suites exactes de Dk »-modules cycliques. — Le module aux différences
(V, @) est cyclique si et seulement si le Dk ,-module V' est monogéne, autre-
ment dit (puisque Dk, est principal a gauche) de la forme Dk, ou bien
Dk »/Dk P avec P standard unitaire. Le premier cas ne peut se produire
puisque D , est de dimension infinie sur K. En revanche, pour tout P stan-
dard unitaire, le K-espace vectoriel Dk ,/Dk P est bien de dimension finie
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deg P.
Les suites exactes de tels modules sont nécessairement (& isomorphisme prés)
de la forme :

0— DK,J/DK,UQ — DK,U/DK,UQR — DK,U/DK,UR — Oa

I'injection étant induite par I'application X — X R. En effet, pour tout mor-
phisme surjectif Dk ,/Di P — V, le Di ,-module V' est monogéne et de di-
mension finie sur K, et la surjection s’identifie & Dk »/DPi o P — Dk o/Pr o R
avec Dk P C Dk R, i.e. P = QR pour un certain () ; et l’on peut supposer
P, @, R standards unitaires. Le noyau de cette surjection est Dg ,R/Dg QR
qui est canoniquement isomorphe & Dk /D »Q, I'isomorphisme étant induit
par X — XR.

Remarque 4.11. — Ne pas croire pour autant que 'unique extension de
Dk /PR par Dk »/Dk - Q est Uextension Dk »/Dk QR décrite ci-dessus :
pour tout inversible v de D ,, on a Dk /D o R = Dk » /P suR, d’ott une
extension Dk »/Dk »QuR qui est en général distincte de la premiére.

De la description des suites exactes, on déduit une description des drapeaux :
a0=MyC---C M= M on peut associer une factorisation P = Ry --- Ry
telle que, notant @; := Ry---R;—1 et P; := M;/M;_1, la suite exacte 0 —
M;—1 — M; — P; — 0 s’identifie & la suite exacte 0 = Dk ,/Dk Qi —
Dk /DK ,QiRi = Dk,o/DPr o Ri — 0.

4.3. Le polygone de Newton d’un module aux ¢-différences. — On se
place dans le cas des modules aux g-différences, i.e. K est C((z)), C({z}) ou
C(z) et o est o4. Nous allons construire les outils de base pour la classification.
Les résultats sont démontrés pour K = C((2)), ils s’appliquent a fortiori aux
deux autres corps.

4.8.1. Le polygone de Newton est un invariant formel. —

Théoréme 4.12. — Le module aux q-différences M étant donné, tous les opé-
rateurs P € Dg((2)),0, tels que M =~ DC((z)),aq/DC((z)),aqP ont la méme fonc-
tion de Newton.

Démonstration. — (i) Supposons d’abord M de rang 1. A inversible prés
(ce qui ne change pas la fonction de Newton), on peut supposer que
P = o, — f. Mais nous savons déja que, si Q = o, — g, I'isomorphie de
De((2)),00/ Pe((2)),04Q = De((2)),04/Pe((2)),0,F entraine g = foqu/u avec u
inversible, donc rp = 7g.
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(ii) Supposons ensuite M & pentes entiéres et soit P € Dc((2)),0, tel que
M >~ De((2)),0,/ Pe((2)),0,F- On peut factoriser P = P --- P, en produits de
facteurs de degré 1 (Théoréme et Pon a rp = 3 rp, (Théoreme [3.20).
Par ailleurs, des suites exactes décrites au [4.2.3], on déduit que M admet une
tour de sous-modules :

O=MycM, C---CM,_1CM,=DM,

telle que S; := M;/M;—1 ~ Dg((2)),0,/ Pc((2)),0, Fi- Mais les modules S; sont de
rang 1, donc simples, donc, d’aprés le théoréeme de Jordan-Holder, déterminés
a l'ordre prés. Il en est donc de méme des rg, := rp, d’aprés le premier cas
ci-dessus.

(iii) Prenons enfin M arbitraire. Quitte & ramifier, i.e. a remplacer C((z))
et Dg((2)),0, Par des extensions convenables K’ := C((2)[z" et D = K'®
Dc((2)),04> 01 € ramene au cas précédent. O

Définition 4.13. — La fonction de Newton ras du module aux q-différences
M est la fonction de Newton rp de n’importe quel P € Dg(2)),0, tel que
M =~ De(2)),0,/Pc((2)),0,F- Par abus de langage, nous appellerons polygone
de Newton N(M) de M est tout polygone de Newton associé a rys (ils ne sont
définis qu’a translation prés). Nous noterons S(M) 'ensemble des pentes de M
(support de rj). Enfin, nous appellerons fonction, resp. polygone de Newton
de A € GL,(C((2))) la fonction rps, resp. “le” polygone N (M) associés a
M = (C((2))", ®.).

Par sa construction méme (a base de suites exactes), la fonction de Newton
admet de nombreuses propriétés “abéliennes” dont la plus importante est la
suivante :

Théoréme 4.14 (Additivité de la fonction de Newton)
Soit 0 — M' — M — M" — 0 une suite exacte de modules auz q-
différences. Alors :

M = TM MY

Démonstration. — Cela découle, au choix, des propriétés des tours de Jordan-
Holder relativement aux suites exactes; ou bien du théoréme joint a la
description des suites exactes au [4.2.3] O

Remarque 4.15. — Les deux théorémes d’additivité et sont nette-
ment différents des théorémes correspondants pour les équations différentielles,
voir [And09].
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4.3.2. Propriétés abéliennes et conséquences. — Il y a d’abord une série de
conséquences immédiates du théoréme |4.14]

Définition 4.16. — On dit que M est pur isocline de pente p si sa seule
pente est p, i.e. si S(M) = {u}.

Corollaire 4.17. — (i) Si M est pur isocline de pente p, il en est de méme
de ses sous-modules et de ses quotients.

(i) Une extension (en particulier une somme directe) de modules purs isoclines
de pente v est un module pur isocline de pente L.

(#ii) La somme de deuz sous-modules purs isoclines de pente p d’'un méme
module est un module pur isocline de pente .

(1) Tout module M admet un plus grand sous-module pur isocline de pente .
(v) Soit f: M' — M" un morphisme. Alors l'image par f d’un sous-module
pur isocline de pente u de M’ est un sous-module pur isocline de pente u de
M".

Corollaire 4.18. — (i) Si M',M" sont des sous-modules de M tels que
S(MYNSM") =0, alors M'n M" = {0}.

(7i) Plus généralement, si les M; sont des sous-modules de M tels que les
S(M;) sont deuzr a deur disjoints, alors les M; sont en somme directe.

(111) Soit f: M' — M" un morphisme. Si S(M"YNS(M") =10, alors f = 0.

Corollaire 4.19. — Si A € GL,(C), le module M = (K™, ®,ua) est pur
1socline de pente .

Démonstration. — En effet, si T € GL,,(C) est une triangularisation de A, M
est isomorphe & (K", ®,ur). Ce dernier admet un dévissage par les (K, ®..u),
les ¢ € C* étant les coefficients diagonaux de T (donc les valeurs propres de
A) Le module (K, @czu) est isomorphe & DC((z)),aq/DC((z)),oq(Uq - C_IZ_“).
D’apres exemple [4.9] son unique pente est donc p. On conclut en appliquant

le théoreme [£.141 O
Corollaire 4.20. — Soient Ay, ..., Ax des matrices inversibles complezes de
TANgS T1, ..., Tk €t soient [y, ..., ui des entiers. Soit M = (K™, ®4), ou A est
ZH Ay * . *
0 Z“ZAQ e *
la matrice triangulaire par blocs . . ] . . Le polygone
0 0 oo zZPEAL
de Newton de M est alors formé des pentes ui, ..., u avec les multiplicités

T1y...,Tk.



CLASSIFICATION LOCALE DES EQUATIONS AUX ¢-DIFFERENCES LINEAIRES 45

Remarque 4.21 (Puissances extérieures). — On a vu au paragraphe
la définition du module aux différences M®" et de son quotient A"M.
Il est démontré dans [Sau04| que, si M est un module aux g¢-différences pur
isocline de pente yu, alors M®" est pur isocline de pente ru. Il en est donc de
méme de A"M. Supposons que M = P, @ --- @ Py, ou P; est pur isocline de
pente p; et ot g < - < pg. Alors :

AM= > A'P® QAP
i1+ tip=r
D’apres le calcul des pentes des produits tensoriels dans [Sau04|, chacun de
ces facteurs directs est pur isocline, le facteur direct A" P ayant sa pente ruy
strictement majorée par toutes les autres et le facteur direct A" P, ayant sa
pente ruy strictement minorée par toutes les autres.

5. Modules aux ¢-différence irréguliers

Dans cette section nous démontrons I’existence de sous-modules purs iso-
clines dans différents cas (formel, analytique avec |g| # 1 et analytique avec
l¢| = 1). Nous ne rentrerons pas dans les détails de la classifications des modules
irréguliers (c’est-a-dire des modules tels que cardS(M) > 2), mais nous énonce-
rons quelques résultats dans cette direction. Le lecteur intéressé pourra appro-
fondir le sujet dans les papiers originaux (c¢f. par exemple [Sau04], [RSZ04],
[vdPRO6|, [DV09], [RSZ09]).

5.1. Cas formel. — Nous avons vu que tout module M admet un plus grand
sous-module pur isocline de pente p (c¢f. Corollaire . De P’additivité de la
fonction de Newton, il découle que celui-ci est de rang < rps(u). Le théoréme
suivant dit quand le rang maximum est atteint.

Théoréme 5.1. — Pour tout module auz q-différences M sur C((z)) et pour
toute pente p € S(M), le plus grand sous-module pur isocline de pente p de M
est de rang rar(p).

Démonstration. — Les détails de la démonstration se trouvent dans [Sau04],
théoréme 3.1.1 p. 202, avec malheureusement une (petite) erreur qui sera rec-
tifiée ci-dessous. Le principe est le suivant. Si toutes les pentes de M sont
entiéres, cela découle du théoréme de factorisation et de la description
des suites exactes au [£.2.3] Dans le cas ot les pentes de M ne sont pas toutes
entiéres, on ramifie, i.e. on remplace le corps K par une extension cyclique

1/¢

de degré ¢ convenable K’ := K[Z'], ou 2/ = 2'/*, munie de 'automorphisme
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2+ ¢'7, ou ¢ est une racine f-éme de q. Le module M’ := K’ @ g M admet
un sous-module N’ pur isocline de pente p de rang maximum. Il s’agit de le
“redescendre”, autrement dit, de trouver N C M tel que N' := K' @ N. C’est
un probléme de “descente galoisienne” : notant v; : 2’ — j2’ les éléments du
groupe de Galois de K’ sur K (j parcourt donc les racines k-émes de l'unité
dans C) et I'j := v; ® Idps, Pexistence d’un tel N est équivalente & la stabilité
de N’ sous les I';. Comme les ; commutent avec oy, les I'; commutent avec
I’automorphisme semi-linéaire de M’. Mais ils ne sont pas K’-linéaires et ce ne
sont donc pas des automorphismes du module aux ¢-différences M’, contrai-
rement & ce qui est affirmé dans [Sau04]. En revanche, ils sont évidemment
K-linéaires et ce sont donc des automorphismes du module aux g-différences
M'. Or, dans ce dernier, N’ est encore un sous-module pur isocline maximal,
mais bien entendu pour la pente fu. D’aprés les deux premiers corollaires du
tout automorphisme du module aux g-différences M’ laisse N’ stable, en
particulier les I';. La conclusion s’ensuit. O

L’absence d’hypothéses sur la pente p dans le théoréme précédent, combinée
avec le théoréme et les résultats de [4.3.2] implique immédiatement le
corollaire suivant (¢f. [Sau04]. Pour une autre preuve de ce résultat voir aussi

[SV03] Thm. 3.14]) :

Corollaire 5.2. — Soit M un module auz q-différences sur C((2)), de pentes
Wiy k- Alors M admet une unique décomposition en somme directe de
modules purs isoclines, de pentes distinctes. Les pentes de ces derniers sont les
Wi et leurs rangs sont les rar(p;).

Remarque 5.3. — Pour tout u € Q, notons M® 1a composante de pente W
de M : donc 0 si p & S(M). On a alors des foncteurs exacts de la catégorie de
modules aux g-différences sur C((z)) dans elle méme :

FW o M oos M

5.2. Cas analytique, avec |q| # 1. — On suppose comme d’habitude que
lg] > 1.

Théoréme 5.4. — Pour toul module aux q-différences M sur C({z}) et pour
sa plus grande pente p := max S(M), le plus grand sous-module pur isocline
de pente p de M est de rang rar(p).

Remarque 5.5. — La preuve du théoréme ci-dessus est analogue a celle du
théoréme [5.1] en particulier en ce qui concerne la descente galoisienne, sauf
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que l'on utilise le théoréme [3.31] au lieu du théoreme Nous renvoyons le
lecteur & [Sau04] pour les détails.

Une application itérée du théoréme |5.4] combinée avec le théoréme {4.14) et
les résultats de permet de démontrer le résultat suivant (¢f. [Sau04]) :

Corollaire 5.6. — Soit M un module auz q-différences sur C({z}), de pentes
p1 < -+ < pg. 1l existe alors une unique tour de sous-modules : {0} = My C
My C -+ C My = M telle que, pour 1 < ¢ < k, le module quotient P; :=
M;/M;_1 soit pur isocline et que les pentes des P; croissent strictement. Les
pentes et les rangs des P; sont alors les p; et les ras(;).

5.7. — Le module gradué associé. Soit € Q quelconque (pas nécessaire-
ment une pente de M ). On note M<F, resp. M<F le plus grand sous-module
de M dont toutes les pentes sont < p (resp. < p). On a alors des foncteurs de
“filtration canonique par les pentes” FSF : M ~s MSH et F<H @ M ~» M<H,
Posant FWM = FSEM/F<FM, on en déduit le foncteur “gradué associé” :

M ~> grM = @@ FW M.

En fait, non seulement les morphismes de modules aux q-différences respectent
la filtration, mais ils sont stricts. Autrement dit, si f est un morphisme de M
dans N, non seulement il envoie M<F dans NSF, mais limage de MSH est
f(M) N NSH. En conséquence, le foncteur gr est ezact et fidéle.

5.8. — Classification analytique isoformelle. Connaitre la classe formelle
d’un module auz q-différences analytique M revient & connaitre son gradué.
On peut donc poser le probléme de classification analytique isoformelle suivant.

On fize une classe formelle sous la forme d’un module de la forme
My = P ® -+ ® Py, ot chaque P; est pur isocline de pente u; et de
rang r; > 1; on suppose que p1 < --- < pg. Tous les modules analytiques
M formellement isomorphes & My auront donc méme polygone de Newton
N(M) = N(My) et méme gradué grM ~ M.

Les “paires marquées” sont les couples (M,u) formés d’un module analy-
tique M et d’un isomorphisme u de grM sur My. Les paires marquées (M, u)
et (M',u') sont dites équivalentes s’il existe un morphisme f de M dans M’ tel
que u = u' o grf ; un tel f est automatiquement un isomorphisme puisque grf
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lest. Le probleme est alors de décrire l'ensemble F(My) des classes d’isomor-
phie de paires marquées. On peut démontrer que F(My) est une variété affine

compleze de dimension Yy «; i< "o ()T 0Mo (1) (15 — pi) (voir [RSZ09]).

5.3. Cas analytique, avec |¢| = 1. — Soit ¢ un nombre complexe de norme
1, non racine de I'unité. Nous allons supposer que la série g-exponentielle e, (z)

converge (cf. Hypothese [3.35)).

Considérons un module aux g-difféerences M = (V, ®) sur le corps C({z}).
Nous noterons M = (V,®) = (V ®c{z}) C((2)),® ® gq) le module aux g¢-
différences sur C((z)) obtenu a partir de M par extension de scalaire de C({z})
a C((2)). Comme nous l'avons remarqué dans les sections précédentes, le po-
lygone de Newton est un invariant formel des modules aux g-différences. Ceci
veut dire que S(M) = S(]\/4\) et que rpr = r3;. Nous avons, donc, I'analogue
du théoréme :

Théoréeme 5.9. — Pour tout module aux q-différences M sur C({z}) et pour
toute pente u € S(M), le plus grand sous-module pur isocline de pente p de M
est de rang rar(p).

Le théoréme ci-dessus est banal si £ = 1. Pour le démontrer, nous allons
exclure ce cas et procéder par étapes :

Lemme 5.10. — Le théoréme est vrai st p = . est la pente mazimal de
M.

Démonstration. — On peut déduire du théoréme que si ra(pg) =1, M
a un sous-module M} pur isocline de pente uy et rang 1.

Nous allons procéder par récurrence sur 7y := rp(ug). Supposons, donc
T > 1 et considérons le module aux g-différences A"*M = (A"*V, ®). Pour
simplifier les notations on notera ® tout opérateur aux ¢-différences induit par
la structure aux g¢-différences de M. La pente maximale de A"* M est ryuy et
rare M (Tipii) = 1 (¢f. Remarque . L’hypothése de récurrence nous assure
quil existe un sous-module aux g-différences M., ., = (Vi ., ®) de A"*M de
dimension 1 et de pente 7.

Pulsque le polygone de Newton est un invariant formel, le module
Mrkuk = My, ®@czy) C((2)) est le sous-module maximal de M de pente
ri - Par aﬂleurs le théoréme [5.1] garantit qu’il est decomposable i.e. il existe
M, ..., My € M qui engendrent les sous- modules de M de pente uy et rang

T et tels que mi A --- Am,, engendre MT En d’autres termes, cela signifie

kHE
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que, étant donné w € V,. le morphisme d’espaces vectoriels

kMK

~

Qw: V. — Aty
m — wAm

a un noyau de dimension rg. Comme il est obtenu par extension des scalaires
de C({z}) a C((z)) a partir du morphisme de C({z})-espaces vectoriels

ap: Vo o— ATRTLY
m — wAm

9

on peut conclure que le noyau de «,, est aussi de dimension r;. Donc, il existe
mi,...,my, € M tels que w Amy A -+ Amy, =0 € A1), En tensorisant
par C((z)), on prouve que my,...,my, engendrent le sous-module de M de
pente g et de dimension rg. Toujours parce que le polygone de Newton est

un invariant formel, my,..., m,_ engendrent le sous-module maximal My de

k

M de pente uy et de dimension ry. ]

Lemme 5.11. — Soient M, ug, ri, M comme dans la preuve du lemme
précédent. Si r, = 1, alors il existe un sous-module aux q-différences N de
M tel que M = N & M.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que 'hypothése rp = 1 force ug
A étre entier. Il existe donc a € C*, uniquement déterminé modulo ¢%, et une
base e de M}, tels que

de = eazt* .
Soit B = (e, e1,...,6e,-1) une base de M sur C({z}); alors :

st 5,

Les pentes du polygone de Newton de M /Mj, sont plus petites que py, donc on
peut choisir ey, ..., e,_1, de facon que z7#* B(z) ait un pole en 0 (par exemple
en choisissant une base cyclique).

Démontrer que le sous-module M admet un supplementaire équivaut a
démontrer existence de U(z) = (u1(2),...,u,_1(2)) € C({z})" ", tel que

)T ) A

et donc que
aU(qz) —z7"U(2)B(z) = z " D(z).
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Puisque z7#*B(z) a un pole en 0, cet équation peut-étre résolue par récur-
rence sur les coefficients de U(z), sans 'apparition de petits diviseurs dans les
dénominateurs. O

Ezercice 5.12. — Le lemme précédent est vrai sans hypothése sur
rr > 1.

(Suggestion : considérer une base my, ..., my, de My et la compléter
par ni, ..., Ny—p,, ot v =dimg(.y) M, en une base de M. Prendre
soin de choisir les nj; tels que nj N mqy A m;—1 A mip1 A my sont
contenus dans un sous-module aux q-différences N de M tel que
M=N®a® ]\/Zk, pour tout © = 1,...,rg. On déduit le résultat du fait
que my AN mj—1 A mip1 A mg, pour i = 1,...,1L, est une base du
module auz q-différences A"~ M et du lemme précédent.)

Démonstration du théoréme — On a prouvé le théoréeme dans le cas ou
= g est la pente maximale. Si g = pg_1 on répéte le raisonnement pour le
supplémentaire N de M} construit plus haut et ainsi de suite. O

On remarquera que 'on a en fait démontré 1’énoncé suivant :

Corollaire 5.13. — Soit ¢ un nombre complexze de norme 1, non racine de
lunité, tel que eq(z) converge. Alors tout module aur q-différences M sur
C({z}), de pentes p1,...,u admet une unique décomposition en somme di-
recte de modules purs isoclines. Les pentes de ces derniers sont les u; et leurs
rangs sont les rar(p;).

6. Modules fuchsiens et modules purs

Nous n’aborderons pas les aspects globaux de la fuchsianité : voir pour
cela [Sau00], [Birl3] ou [vdPS97|. L’étude étant ici locale, nous supposerons
que K := C((z)) (“cas formel”) ou K := C({z}) (“cas analytique”) et, bien
entendu, o := 0,. Rappelons que les modules purs isoclines ont été introduits
par la définition [4.16]

Définition 6.1. — (i) Un module pur isocline de pente 0 est dit fuchsien.
(ii) Un module pur est une somme directe de modules purs isoclines.

La propriété d’étre pur isocline, resp. d’étre fuchsien, resp. d’étre pur, est évi-
demment inchangée par ramification i.e. passage a l'extension K’ := K[z/1].
Notre but, dans ce chapitre, est d’obtenir une classification raisonnablement
compléte (formelle et analytique) des modules purs.
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Dans tous les cas nous allons supposer que g n’est pas une racine de I'unité.
Nous dirons qu’un module aux g¢-différences M sur le corps K vérifie les hypo-
theéses (D) si nous nous trouvons dans l'un des cas suivants :
(D1) Si K = C((2)), q est quelconque (non nul, non racine de I'unité) et
M est arbitraire.

(D2) Si K =C({z}) et |q| # 1, M est arbitraire.

(D3) SiK = C({z}) et |¢| = 1, nous supposerons que la série e,4(z) converge
et que le modules M a la propriété que pour tout sous-module pur isocline
N C M la série

Zn

szjo H,\i/xquZ()\i/Aj; Dn’
oll A1,..., A, sont ses exposants de N, converge.
Si K = C(z), nous dirons que M vérifie (D), si M @k C({z}) vérifie (D). De

plus, si |¢| # 1, on choisira la convention |¢| > 1. On appelle C, un systéme de
représentants du quotient C*/¢%. Dans le cas |¢| > 1, on choisit (voir le §2.2)

Cyi={zeCl1< 2| < q}.

6.1. Caractérisation des modules fuchsiens. —

6.1.1. Trois caractérisations équivalentes. — Les critéres suivants sont va-
lables indifféremment dans les cas formel et analytique.

Lemme 6.2. — (i) Le module M := (K, ®,), ot u € K*, est pur isocline de
pente v(u).

(i1) On suppose 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte. Alors, pour que
M soit pur isocline de pente u, il faut et il suffit que M’ et M" le soient.

Démonstration. — (i) découle de I'exemple[d.9et du calcul (facile) du polygone
de Newton de o, — u™L.

(ii) découle immeédiatement du théoréme O
Remarque 6.3. — On remarquera que les modules aux g-différences vérifiant

(D3) ne sont pas stables par extension et donc ne vérifient pas la deuxiéme
assertion du lemme ci-dessus.

Proposition 6.4. — Pour que le module M soit fuchsien, il fout et il suffit
que 'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée :

(1) Il existe P := ag+- - -+anoy™ € D tel que M ~D/DP, v(ap),...,v(an) >0
et v(ap) = v(ay) = 0.

(i’) Pour tout Q € D tel que M ~ D/DQ, on a Q = ac,'P pour un a € K*,
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un £ € Z et un P de la forme indiquée en ().

Si de plus le module M vérifie les hypothéses (D) alors (i) et (i’) sont équiva-
lentes aux conditions suivantes :

(i1) Il existe A € GL,(K) tel que et M ~ (K", ®4) et A(0) € GL,(C) i.e.
A, A7 définis en 0.

(7i3) 1l existe A € GL,(C) telle que M ~ (K™, ®4).

Notons que, si M ~ (K™, ®4) est fuchsien, on n’a pas d’informations claires
sur la forme de A. (Il en est d’ailleurs de méme dans la théorie des équations
et systémes différentiels.)

Démonstration. — Le fait que la fuchsianité équivaut aux conditions (i) et
(i) est conséquence directe de la définition du polygone de Newton et du
théoreme [.12] Le fait que (i) implique (ii) se voit facilement en prenant pour
A la matrice “compagnon” de P obtenue par vectorialisation au Le fait
que (ii) implique (iii) fait objet d’une étude & part, voir le[6.1.2] Le fait que

(iii) implique la fuchsianité découle par exemple du corollaire 4.19| O
Remarque 6.5. — Le critére (i) n’est autre que la définition utilisée par

Birkhoff dans [Bir13|, alors que l'utilisation du polygone de Newton est die
a Adams [Ada29|. Dans le cas analytique, il existe de plus un critére portant
sur la croissance et la décroissance des solutions méromorphes du systéme
04X = AX au voisinage de 0 dans les “secteurs” C*\ {ay, ..., an ¢ N ot elles
sont définies.

6.1.2. Le “lemme fondamental”. —
Définition 6.6. — On dit que la matrice A € GL,(C((2))) est strictement
fuchsienne si :
A(0) € GL,(C), i.e. A, A1 € Mat,(C[[z])).
On dit que A est non résonnante si de plus :

Ve,d € Sp(A(0)) , d/c & .

Lemme 6.7 — Toute matrice strictement fuchsienne est équivalente a une
matrice strictement fuchsienne non résonnante (sans hypothése sur le module

de q).

Démonstration. — (Pour les détails, voir [Sau00] 1.1.1, p. 1028.) Soit A €
GL,,(K) strictement fuchsienne. Nous allons montrer plus précisément que A
peut étre rendue non résonnante a ’aide une transformation de jauge ration-
nelle, ce qui démontrera le lemme aussi bien dans le cas analytique que dans
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le cas formel. La transformation de A se réalise en alternant des transforma-
tions de jauges “constantes”, i.e. de matrices @ € GL,(C), et des matrices
z1,
0
le suivant. S’il y a une résonnance, autrement dit, si Sp(A(O)) contient un
sous-ensemble de la forme {c, ..., cq™} avec m > 1, on choisit un tel m le plus
grand possible et on va le diminuer. Il existe @ € GL,(C) telle que :

@ ame- (4 0).

de “shearing” (cisaillement), de la forme S, := ( IO ) L’algorithme est
n—r

ou B est triangulaire supérieure de diagonale ¢¢™I, (pour un r > 1) et ou
cq™ & SpC. Alors la matrice A’ := (O'q(QST))ilA(QST) ~ A est telle que :

w0 - (7" 2),

olt B est triangulaire supérieure de diagonale cg™ 'I,., donc Sp(A’(O)) =
Sp(A(0)) \ {cg™}. En itérant ces améliorations, on élimine toutes les réson-
nances. ]

Par la méme méthode, on obtient :

Corollaire 6.8. — Dans le “cas analytique”, ie. si K = C({z}), le méme
algorithme permet de ramener le spectre de A(0) dans le domaine fondamental

Cy.
Et maintenant, un résultat utile entre tous!

Théoréeme 6.9 (Le “lemme fondamental”). — Soit A € GL,(C((2)))
strictement fuchsienne non résonnante. 1l existe alors une unique transforma-
tion de jauge “tangente a 'identité” :

F=1,+42F +--- € GL,(C][[2]])

telle que F[A(0)] = A. Si de plus A € GL,(C({z})) et (C({z})", ®4) vérifie
(D), alors F € GL,(C{z}).

Démonstration. — (Pour les détails, voir [Sau00] 1.1.3, p. 1033.) On écrit
F =3 2F; (donc Fy = I,,) et A= > 2FA; (donc Ag = A(0)). La relation
k>0 k>0
F[A(0)] = A, c’est-a-dire (04F")Ag = AF', équivaut a :
VE>0, ¢"FrAg= > AF;
i+j=Fk
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Pour k£ = 0, cette égalité est garantie par les hypothéses. Pour k > 1, elle prend
la forme :

Dy gk ay(Fr) = ArF 1 + - + A Fy,

ou l'on a noté Ppc(X) := XC — BX :si B,C € GL,(C), c’est un
endomorphisme de Mat,(C) et si les spectres de B et C sont disjoints,
c'en est méme un automorphisme dont le spectre est l’ensemble {y —
B |~ dans le spectre de C' et 8 dans le spectre de B} (exercice classique d’al-
gebre linéaire). L’hypothése de non résonnance dit exactement que, si k > 1,
les spectres de Ag et ¢¥Ap sont disjoints. Les Fj, sont donc entiérement
déterminés par la relation de récurrence :

Fy =Ty et Yk > 1, Fii= (Ra,g0a,) (AiFiot +-- -+ ApFp),

Supposons maintenant A € GL,(C({z})). On choisit une norme matricielle
sur Mat,,(C). L’hypotheése d’analyticité de A nous dit qu'il existe C, D > 0
tels que :
Vi >0, |4 < CD'
On choisit sur End (Matn(C)) une norme subordonnée & la norme matricielle
choisie sur Mat,,(C). Si |¢| > 1, on a:
lim (P4, ha,)  =0=3C">0:Vk>1,

k—o0

‘((I)Ao,qkAo)ilH <

De la relation de récurrence trouvée en (i), on déduit alors :

k—1 k—1 k—1
IFll < €Y Akl |Fill < CC"Y D | F|| = D" ||| < CC" Y D7V F|.
i=0 i=0 i=0
k=1
Posant ag := 1 et a; := CC’" > a;, on voit par récurrence : d’'une part que
i=0

D7F||Fy|| € ag ; d’autre part que ap = (1 + CC")F, d’oit enfin :
|Fy.|| < DF(1+CChE.
Si par contre |¢| = 1, nous avons :

H ((I)Aqukz%) Hn_l

apesp(A0) [0 = @8]

-1
H((I)Ao,qk’Ao) H < H

L’hypothése diophantienne (D3) permet de controler les petits diviseurs qui
peuvent apparaitre parmi les termes a — ¢*B. Il n’est alors pas difficile de
démontrer la convergence de F', comme nous ’avons fait dans le cas |¢| > 1. O
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Ezxercice 6.10. — En utilisant la relation oqF" = AFAal, prédire
le rayon de convergence de F. De méme, si A est rationnelle, en
déduire que F admet un prolongement méromorphe a C tout entier.

6.2. Classifications formelle et analytique des modules fuchsiens. —

6.2.1. Classification formelle = classification analytique. —

Proposition 6.11. — (i) Soient A, B € GL,(C) et soit F € GL,(C((2)))
une transformation de jauge telle que F[A] = B. Alors F est un polynome de
Laurent.

(it) Si l'on suppose de plus que SpA, SpB C Cy, alors cette transformation de
jauge est une similitude : F' € GL,(C).

Démonstration. — (i) Ecrivant F = 3" 2FF},, on doit avoir : Vk € Z , ¢*Fj, A =
BF},. Dés que k est assez grand (positif ou négatif), les spectres Sp(¢¥A) =
q"Sp(A) et Sp(B) sont disjoints ; par le méme argument que dans la preuve du
théoréme (injectivité de ®@p 1k 4), on a donc Fj = 0.

(ii) On a ici Sp(¢¥A) N'Sp(B) = B pour tout k # 0, donc F = Fy. O

Corollaire 6.12. — Soient A,B € GL,(C({z})) des matrices de modules
fuchsiens analytiques vérifiant les hypothéses (D) et soit F € GL,(C((2)))
une transformation de jauge telle que F[A] = B. Alors F est analytique :
F € GL,(C({z})). Autrement dit, pour les modules analytiques fuchsiens qui
vérifient (D), la classification formelle et la classification analytique sont iden-
tiques.

6.2.2. Quatre catégories équivalentes. — Soit |g| > 1. Dans chacune des caté-
gories abéliennes :

Dif fMod(C(z),04) C Dif fMod(C({z}),04) C Dif fMod(C((z)),0q),

la sous-catégorie pleine dont les objets sont fuchsiens est elle-méme abélienne
d’aprés le lemme . Nous noterons temporairement £y C 5} C 5}’ ces trois
sous-catégories fuchsiennes. Soit P la catégorie pleine de Dif fMod(C((z)), 0q)
dont les objets sont les (K™, ®4) tels que A € GL,(C). D’apres la proposi-
tion[6.11] c’est une sous-catégorie de Dif fMod(C(z),04) (les morphismes sont
tous rationnels). D’autre part, d’aprés le théoréme , c’est une sous-catégorie
essentielle de chacune des catégories €%, £Y. Les inclusions : P C &} C £ sont
donc des équivalences de catégories. La classification formelle ou analytique
des modules fuchsiens formels, analytiques ou rationnels se raméne donc & la
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classification des (K™, ®4) tels que A € GL,(C). Chacun de ceux-ci est & son
tour équivalent & un (K", ®4) tel que A € GL,(C) et Sp(4) C C, (corol-
laire . Enfin, pour ces derniers, ’équivalence se confond avec la similitude

(proposition [6.11]).

Théoréme 6.13. — Tout module fuchsien (formel, analytique ou rationnel)
vérifiant (D) est équivalent sur K = C({z}) ou C((2)) a un (K™, ®4) tel que
A€ GL,(C) et Sp(A) C Cy, ot A est unique a similitude prés.

6.3. Classifications formelle et analytique des modules purs. — On
sait a priori que deux modules purs sont isomorphes si et seulement si leurs
composantes pures isoclines de mémes pentes sont isomorphes deux a deux

(cela découle du {4.3.2).

6.5.1. Modules purs isoclines de pente entiére. —

Lemme 6.14. — (i) Soient A,A',F € GL,(C((z))) et u € C((2))". Alors
F[A] = A" & FluA] = uA.

(i1) Soient M = (K™, ®4) et M' := (K™, ®4/), ot A € GL,(C((2))) et A’ =
uA, u € C((2))*. Alors les pentes de M’ sont celles de M augmentées de
A:=v(u) : pour tout p € Q, on a ryp(p) =ra(p—N).

Démonstration. — La premiére assertion est évidente. La deuxiéme est facile
dans le cas de modules de rang 1, donc aussi dans le cas de matrices triangu-
laires (additivité de la fonction de Newton pour les suites exactes). D’apreés (i),
la propriété est vraie pour A, A’ si et seulement si elle l'est pour F[A], F[A'].
Enfin, quitte & ramifier (ce qui n’affecte pas les conclusions) le théoréme de fac-
torisation formelle permet de se ramener (modulo isomorphisme) & une matrice
triangulaire. O

Théoréeme 6.15. — (i) Soit p € Z. Le module de matrice A € GL,(C((2)))
est pur isocline de pente p si et seulement si le module de matrice z7*A est
fuchsien.

(ii) Tout module pur isocline de pente p vérifiant (D) est de la forme
(K™, ®.u4) ot A € GL,(C).

(iii) Soit q un nombre complexe tel que eq(z) converge. L’application
A (K™, ®.uya) induit une bijection entre :
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1. U’ensemble des classes de similitude des matrices A € GL,(C) telles que
Sp(A) ={A1,--- , A} CCy et que
z

=5 T gz i/ A @)n

n

(5)
converge.

2. l'ensemble des classes d’isomorphie de modules purs isoclines de pente p
(formels, analytiques ou rationnels) vérifiant (D).

Démonstration. — Cela découle du lemme ci-dessus et du théoréme [6.131 O

6.3.2. Modules purs isoclines arbitraires. — La classification des modules purs
de pente rationnelle arbitraire a été obtenue par van der Put et Reversat
[vdPRO6| dans le cas |g| # 1 et par Di Vizio [DV09] dans le cas |¢| = 1.
Nous ne faisons ici que I'esquisser.

Lemme 6.16. — Soient A, B € GL,(C({z})) deuz matrices de modules pures
isoclines vérifiant (D)et soit F' € GLp(C((2))) une transformation de jauge
telle que F[A] = B. Alors F € GL,(C({z})).

Démonstration. — Ramifier ne change ni 'hypothése ni la conclusion car, si
F('%) converge, alors F(z) converge. On peut donc se ramener au cas des
pentes entiéres, traité plus haut. (Noter que la pente de A est celle de B sont
nécessairement égales.) O

Il découle de ce lemme que, si |q| > 1, pour les modules purs de pentes
arbitraires, les classifications analytique et formelle coincident. Nous nous pla-
cerons donc sur C((z)), sans hypothéses sur ¢, en se souvenant que la classi-
fication obtenue est valable telle quelle pour les modules sur C({z}), lorsque
lg| # 1. Le cas analytique avec |q| = 1 sera traite plus tard.

6.3.2.1. Modules irréductibles sur C((z)).— Un module aux g-différences
est dit #rréductible s’il est non nul et s’il n’admet pas de sous-module autre
que lui-méme et 0. Il est immédiat qu'un module M est irréductible si et
seulement si tout élément non nul de M est un vecteur cyclique; et aussi que
tout module aux g-différences irréductibles est un Dgy(z)),0,-module a gauche
simple. En fait, la réciproque est vraie d’aprés la preuve de la proposition
Suivant [vdPRO6|, la premiére étape de la classification des modules purs

14. On remarquera que, si |g| > 1 les hypothéses de convergence de eq(z) et de la série
sont automatiquement vérifiées. Elles n’ont d’intérét que dans le cas |¢| = 1.
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consiste a déterminer les modules irréductibles (Théoréme [6.18)).

Un module aux ¢-différences irréductible M est, d’aprés le théoréme [5.1
nécessairement pur isocline . Soient p sa pente, r = rj(u) son rang et d :=
ru son degré. Si p est entier, le théoréme de factorisation formelle entraine
que M est de rang 1 (car il peut étre dévissé par des modules de rang 1).
Réciproquement, un module de rang 1 est simple et pur isocline ; nous savons
déja classer ces modules. On suppose donc que r > 2 et l'on note K' :=
K[2'/"] = K[#'], ¢ une racine r-iéme de ¢, et D’ anneau des opérateurs aux
¢'-différences sur K’. Le module aux ¢-différences M’ := K' @ M est pur
isocline de pente ru = d et de rang r. Sa pente étant entiére, il admet un
dévissage : 0 = M{) C --- C M| = M’ tel que chaque quotient M//M/_, est de
rang 1. Considérons (par restriction des scalaires de D’ & D) ces modules comme
des modules aux ¢-différences. L’inclusion M C M’ (qui vient de 'inclusion
K C K') est un morphisme dans Dif f Mod(C((z)), o4). Du dévissage ci-dessus
et de la simplicité de M, il découle que M est un sous-module de 'un des
M/ /M]_,, donc lui est égal puisqu’ils ont méme rang r sur K. On a donc prouvée
que M provient par restriction des scalaires d’un module aux ¢'-différences de
rang 1 sur K'. Ce dernier est isomorphe a (K', ®_ 1) pour un unique ¢ € C*
tel que 1 < |c| < |¢].

Lemme 6.17. — Soit M le module auz ¢ -différences provenant par restric-
tion des scalaires de D' a De((2)),0, de (K',®_.,a). Pour que M soit un module
aur q-différences irréductible, il faut et il suffit que d et r sotent premiers entre
euz. Dans ce cas :
—dr(r—=1)/2 —r _d
M = Do/ Do, (00" —d ™).
Démonstration. — Nous noterons pour simplifier ® := ®__,a. On a donc :
VmeZ,Vze K, o (x)= q’_dm(m_l)/zc_mz’_dmam(ac).

Supposons d’abord que d et r sont premiers entre eux. Les 2/ —dm pour 0 <
m < r—1 sont alors linéairement indépendants sur C((z)), et il en est donc de
méme des ™ (1) pour 0 < m < r — 1, de sorte que 1 est un vecteur cyclique
pour M. Comme ®"(1) = g~ =/2=r,=d on voit que M est isomorphe

¢~ =D/2=r,~d Le polygone de

& Do((2)) 04/ Pe((e)),o0 s 08 P 1= 0g” =
Newton de P a pour unique vecteur frontiére (r,d) qui n’est pas somme de
deux vecteurs qui lui sont proportionnels : le polygone ne peut étre cassé, P
ne peut étre factorisé et M est irréductible.

Si au contraire 7 = 1’0 et d = d'§ avec & > 1, les ™ (1) avec 0 < m < 1/
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engendrent sur C((z)) un sous-espace de rang r’ et 1 n’est pas cyclique : M
n’est donc pas irréductible. O

Si a := ¢", nous noterons E(r,d, a) le module irréductible ci-dessus.

Théoréme 6.18. — (i) Les modules aux q-différences irréductibles sont les
E(r,d,a) ot r € N* et d € Z sont premiers entre euz et o a € Cq.
(11) Les modules E(r,d,a) et E(r',d a") sont isomorphes si et seulement si

(r',d',ad') = (r,d,a).

Démonstration. — Seul (ii) reste & démontrer. Si E(r,d,a) et E(r',d’,a’) sont
isomorphes, la comparaison des pentes et des rangs montre que ' = r et d’ = d.
Reprenons les mémes notations que ci-dessus. Par extension des scalaires, on
a l'isomorphisme de modules aux ¢’-différences :

D//D/(O_r . q/—dr(r—l)/Qaflz/—dr) ~ D//D/(O_r . q/—dr(r—l)/Qa/—lz/—dr‘).

B

La transformation de jauge P +— P "~ donne alors :

D' /D' (6" —a ) ~D /D (c" —d ).

Par décomposition de chacun de ces modules en somme directe de » modules
simples, on a des isomorphismes de la forme :

D'/D'(o —b) ~D'/D'(0 - V),

N . N _ . R -1 .
ol b est une racine r-éme de a1 et ¥ une racine r-éme de @'~ ". 1l existe donc
un entier m tel que :

-1 _
b/ — q/mb a/ — qma 1 CL/ = a,
puisque a et a’ sont dans la couronne fondamentale. ]

Ezercice 6.19. — Donner une description de E(r,d,a) sous la

forme (K", ®4).
6.3.2.2. Modules indécomposables sur C((z)).— Toujours suivant [vdPRO6|,
la seconde étape consiste & déterminer les modules aux g¢-différences purs in-
décomposables, i.e. qui ne sont pas somme directe de deux sous-modules non
nuls. Leur conclusion est que tout module pur indécomposable s’obtient par
extensions successives non scindées de m copies d’un méme module irréductible
E(r,d,a) et ceci de maniére “essentiellement unique”. Autrement dit, notant
E(r,d,a,m) le module ainsi obtenu :

Théoréme 6.20. — Tout module pur indécomposable est de la forme
E(r,d,a,m) pour un wunique quadruplet (r,d,a,m). Tout module pur est
somme directe de modules purs indécomposables.
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6.3.2.3. Modules analytiques irréductibles et indécomposables, dans le cas |q| =
1.— Nous nous limitons & énoncer les résultat connus dans ce cas. Les démons-
trations sont en effet trés proches de celle du cas |¢| # 1 (¢f. [DV09]).

Théoréme 6.21. — (i) Les modules auz q-différences irréductibles vérifiant
(D3) sont les E(r,d,a) ot r € N* et d € Z sont premiers entre eux et ou
a € Cy.

(it) Sieq(z) converge, les modules E(r,d,a) et E(r',d',d") sont isomorphes si
et seulement si (r',d',;d’) = (r,d,a).

(111) Tout module pur indécomposable vérifiant (D3) est de la forme
E(r,d,a,m) pour un unique quadruplet (r,d,a,m). Tout module pur est
somme directe de modules purs indécomposables.
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